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CORSO 

D I 

GEOMETRIA ELEMENTARE 

DIVISO t N DUE VOLUMI 


Y O L. II. 

Che contiene i Libri undecimo , e duodecimo degli 
Elementi di EUCLIDE ; ed una nuova esposizione 
de primo Libro di ARCHIMEDE sulla Sfera , e 
sul Cilindro, e dell’altro della Misura del Cerchio t 
con note in fine . 
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L’ UNDECIMO E DUODECIMO LIBRO 

DEGLI ELEMENTI 


Optime illi mihi de Geometria meriti esse videa tur < 
qui in antiquis auctoribus emendando , illustrando- 
qtie operarti posuerunt . 


Tor. Pra«f. in Arch. 


Emendati in que’ luoghi ne’ quali una volta fu- 

BONO VIZIATI DA TEONE , O DA ALTRI, E RESTITUITE — 
M ALCUNE DEFINIZIONI , E DIMOSTRAZIONI DELLO 
STESSO EUCLIDE . 


flauti 


NEI. LA STAMPERIA DE 
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•prefazione 


GrLi Elementi di Euclide cosi detti vengon 
compresi ordinariamente in XV. libri , de’ quali j 
primi due, come finora si è veduto nel primo vo- 
larne di questo Corso , han per oggetto la natura 
e le proprietà de’triangoli e de’ parallelogrammi, 
eolie verità che a queste sono correlative , ed 
i. problemi , che ne dipendono r il 111° si occu- 
pa del cerchio ; e nel IV° si tratta di alcune 
figure regolari iscrittibili e circoscritlibili ad esso 
co’ metodi della Geometria Elementare . Nel V** 
si esamina la grandezza in generale paragonata 
ad un altra i e questo libro , che per inciden- 
za trovasi compreso tra quelli di Geometria Ele- 
mentare, non appartenendo ad essa esclusivamen- 
te, è un’ immensa miniera di ripieghi geometri- 
ci , onde risolvere infiniti ardui Problemi , e 
per dimostrar molle verità complicate , che in- 
vano si tenterebbero altrimenti . Esso forma in 
somma la base de’ metodi di risoluzione impie- 
gati dagli antichi nello scioglimento de’ Proble- 
mi , e nella dimostrazione de’ Teoremi . Final- 
mente nel VI Q libro si trovano applicate le teorie 
generali esposte nel V p a* rapporti speciali , che 
serbansi tra loro le diverse figure piane rettili?- 



Digitized by Google 



6 PREFAZIONE 

nee ; donde infiniti Problemi riguardanti tali fi- 
gure possonsi anche facilmente risolvere . 

Esaurita in tal modo questa parte di Geome- 
tria, che riguardava le figure piane , par ragione- 
vole eh' Euclide avesse dovuto passare ad occu- 
parsi delle stesse ricerche pe’ solidi . Iutanto 
queste altre teorie da tutti gli antichi , ed i mo- 
derni espositori degli Elementi vengon com- 
prese nell’ XI° , XII® , e XIII° libro , e tra 
quelli c questi vi si trovan frapposti quattro 
altri libri , de’ quali i primi tre , cioè il 
VII®, Vili® , e IX Q trattano di alcune teorie 
generali ed astratte concernenti la quantità di- 
screta , cioè i uumeri . E questi libri che oggi 
giorno, dopo l’ invenzione della volgare Arit- 
metica , e della speciosa sono poco letti , con- 
tengono tma profonda dottrina , e delle verità 
grandi per coloro che si occupano delle ricer- 
che aritmetiche . Si trovano in fatti dimostrate 
in essi molte verità , c risoluti alcuni Proble- 
mi in una maniera preferibile a quella che ta- 
luni valentissimi Analisti hanno tennta nelle loro 
opere , avvalendosi delle immense risorse, che of- 
fre per tal argomento 1’ Analisi moderna . Nel 
X° libro poi si ragiona estesamente delle quan- 
tità incommensurabili, ed irrazionali , e con tale 
profondità , che senza dubbio alcuno può dirsi , 
che forse con tutti i moderni metodi sarebbe dif- 
ficile a chiunque il poter con pan precisione , 
chiarezza e brevità fare altrettanto . Ma eccone 


« 


Digitized by Google 



PREFAZIONE <J 

di questi libri un’indicazione un poco più estesa. 

Il VII° libro ha 4 1 proposizioni , delle qua- 
li 55 Teoremi , e 6 Problemi . Que’ Teoremi 
espongono la natura de’ numeri primi , e mol- 
te proprietà riguardanti il rapporto de’ nume- 
ri , analoghe a quelle , che per la grandezza 
ingenerale si erane dimostrate nel lib. V° ; e 
nella Prop. 16 vi si dimostra con maggior pre- 
cisione che non ha fatto qualche moderno Anali- 
sta, che non si altera il prodotto di due numeri , 
se V un di essi si multiplichi per l’altro , o pur' 
questo per quello. I problemi poi di questo libro 
hanno per oggetto il rinvenire la massima co- 
mune misura di due o più numeri dati non pri- 
mi tra loro ; la qual ricerca e condotta in un 
modo analogo a quello di cui ci serviamo nella 
nostra volgare Aritmetica , e nella speciosa ; o 
pur la minima comune misura ; il determina- 
re tra tutti i numeri che hanno un dato rap- 
porto quelli che sono primi tra loro ; e final- 
mente il ritrovare un numero minimo che abbia 
parti date . -, 

Il Vili'* libro contiene i5 Teoremi , e a 
Problemi . Ne’ Teoremi Euclide comprende le 
ricerche su i numeri primi , espone alcune al- 
tre singolari proprietà sulla proporzion de’ nu- 
meri , e quelle de’ numeri piani e solidi , e 
de’ numeri quadrati e cubi , le definizioni de* 
quali erano state da lui premesse al libro • 
VII° ; e tra essa merita principalmente d’ es- 
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ser notato il 5° , ove si dimostra , che i numeri 
piani hanno tra loro una ragione composta 
dalle ragioni de’ lati ; donde il Sirason e noi 
abbiamo ricavato un sicuro argomento per con- 
chiudere, cbe non è di Euclide l’ordinaria defini- 
zione della ragion composta che trovasi al prin- 
cipio del lib. VI°( V eg. la nota alla def. A del 
lib. V 0 nel voi. i ). Ne’due Problemi poi si pro- 
pone egli a rinvenire de’ numeri minimi conti- 
nuamente proporzionali , la ragion de’ quali 
sia data ; e de’ numeri minimi iti continua 
proporzione , che serbinsi qualunque ragioni 
date tra numeri anche minimi . 

Continua nel libro IX°, che ha 36 Proposi- 
zioni , cioè 34 Teoremi , e a Problemi , ne’ primi 
ad esporre la natura de’ numeri quadrali , e cubi , 
ed alcune altre proprietà della proporzion de’ 
numeri , e de’ numeri primi . Tra questi è de- 
gno di massima avvertenza 1’ ultimo in cui di- 
mostra , che se dall’, unità in poi si prendano 
de’ numeri continuamente proporzionali in ra- 
gion doppia, finché quel numero che risulta 
dalla somma di tutti questi termini sia pri- 
mo ; una tal somma multiplicata nell'ultimo di 
que’ numeri proporzionali darà per prodotto 
un numero perfetto , cioè uguale a tutte 
le sue parti prese insieme ( 1 ) ; la qual ricer- 
catile la molto onore al geometra antico cbe ne fu 


(1) def. 22. VII. 
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PREFAZIONE (y 

l’invcnlorc , trattata anche co’nostri mezzi attuali, 
dice bene il Sig. Montitela , esige un artifizio 
particolare (a). L’ oggetto poi de’ due Problemi di 
questo libro si è il determinare se possa rinve- 
nirsi dopo due numeri dati il terzo proporzio- 
nale , o il quarto dopo tre . 

Finalmente il libro X° tiene 117 Proposizioni, 
e 93 di esse sono Teoremi , ne’ quali si espongo- 
no le caratteristiche delle quantità incommensu- 
rabili , e delle commensurabili ( 5 ); ove tra le 
altre cose si dimostra , che il rapporto di queste 
sia esprimibile in numeri , e non così quello 
delle prime ; e lo stesso pe’ quadrati , e cubi , 
che da tali quantità si formano : donde se ne de- 
duce la bella verità , che le linee rette commcn- 
mensurabili in lunghezzajo sono anche in poten- 
za , cioè ne’ quadrati e ne’ cubi ; ma che al con- 
trario quelle linee rette , che sono commensura- 
bili in potenza , non lo sono sempre in lunghez- 
za: di più che le lineerette incommensurabili in 
lunghezza ; non lo sono sempre in potenza ; che 


(2) Il Sig. Montucla nel parlar di una tal ricerca la’ dà 
come esposta in un Problema : essa però non vien recata da 
Euclide che in forma di Teorema .. 

(3) II concetto di tali graddezze vien da Kuclide chiara- 
mente stabilito nelle deff. 1,2 del libro X", e nelle seguenti so- 
no caratterizzate le differenti specie , ed i diversi ordini d' 
incommensurabili, e le quantità cosi dette razionali, ed irrazio- 
nali . L'esistenza di queste grandezze in Geometria ,che vien da 
Euclide comprovata nel presente libro , come si dirà nel de- 
corso di questa Prefazione , rende nullo ogni concetto arit- 
metico per istabilire 1' uguaglianza delle ragioni , 



10 PREFAZIONE 

quelle poi che sono incommensurabili in potenza 
debbono esserle anche in lunghezza (4) • In se- 
guito passa a trattare delle quantità irrazionali(5), 
e dalla teoria che su queste stabilisce ne deriva 
nuove verità per le quantità incommensurabili . 
In somma son tante le cose eh’ Euclide dimostra 
in questo libro , che sarebbe lo stesso che ecceder 
di molto i limiti di una semplice indicazione , 

11 volerle qui minutamente notare ; che perciò 
ci ristringeremo a far osservare solamente , eh* 
egli chiude un tal suo libro col dimostrare , che 
la diagonale , ed il lato del quadrato sono 
incommensurabili tra loro , e ciò vien esegui- 
to con un artifizio veramente maraviglioso . 
Egli fa vedere , che per poter nn tal rap- 
porto venir espresso da quello di un numero ad 
un altro , bisognerebbe che un numero fosse nel 
tempo stesso pare ed irapare ; il che è impossibi- 
le . Ed a questo proposito con molto giudizio 
cosi ragiona il Sig. Montucla ; » Io non so 
» se la dimostrazione diretta , poiché ve ne 
» ha una , sia tanto convincente quanto il ri- 
» piego preso da Euclide ; e per questa ragione 
» mi sembra che quelli i quali nelle loro edizio- 
» nidi Euclide hanno così cambiata una taldimo- 
» strazione hanno avuto torto. Che che ne sia, ho 
*> vedute molte persone, anche istruite in Georae- 
» tria non dar per dimostrazione di quest’incom- 


<4> Cor. Prop. 9 . X, (5) Tcor. \y e tegg. 
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» menstirabililà, clic l’ impossibilità ili estrarre la 
» radice quadrata dal 2 per mezzo dell’ appros- 
» sanazione m decimali . Ma chi c colui che ha 
x» ancora provato clic quest’ approssimazione sia 
» interminabile ? Ed io ho conosciuto un uomo 
» che faceva 1’ Architetto ostinarsi a continuar- 
» la , sperando sempre di giugnere ad un ri- 
» saltato esatto . Egli era giunto già alla ioo ra;l 
» cifra decimale . Quanti stenti si avrebbe ri- 
si sparmiati se avesse letto e capito Euclide (6) ! 
Inoltre una tal dimostruzione è seguita da una 
continuazione , che in taluni codici antichi si 
trova anche esposta come Scolio , ove Eu- 
clide offre altri eserapj di quantità incom- 
mensurabili presi tra le figure piane e solide ; 
ma di ciò avremo occasione di parlarne più aj>~ 
presso . Intanto per non tralasciar di dire qualche 
piccola cosa de’ Problemi che risolvonsi in 
questo libro X°, farem notare solamente , che tra 
gli altri si cerca la massima comune misura di 
due , di tre , o più quantità commensurabili : 
certe linee incommensurabili in lunghezza ed 
in potenza , con certe condizioni date : le quan- 
tità cosi dette medie commensurabili in potenza 
solamente, le quali contengono un razionale , 0 
un medio ec. 

Prima di lasciar quest’ argomento proporrò per 
digressione una mia non inutile congettura . L ’ 
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audio di connessione tra 1* Aritmetica , e 1’ Al- 
gebra sono state , come tutti sanno , le quistio- 
ni indeterminate proposte so i numeri; ed i libri 
VII 0 ,VIII°, e IX° degli Elementi ci mostrano ad 
evidenza , che fin da’ primi tempi della Geome- 
tria molto si era fatto intorno ad esse . Or s'è cosi* 
c se noi troviamo in Euclide usate le lettere alfa- 
betiche per dinotare si le quantità note , che le 
incognite de’ Problemi Aritmetici su numeri in- 
determinati; perchè non potrem giustamente di* 
re, che l’introduzione de’simboli nella nostra Arit- 
metica speciosa abbia avuto un tipo in questi 
libri Euclidei , ne’ quali si trova evidentemente 
praticata (7;? E s’è cosi , nè il Francese Vieta, nè 
alcuno de’ nostri Italiani può dirsi a rigore F au- 
tore di quest’ importantissima scoperta ; e tut- 
to al piu potrà loro attribuirsi il merito di aver 
stabilita la regola, e fissato il costume di usarne _ 
Ma non è questo il luogo da insistere sulla ra- 
gionevolezza di ciò che da noi si è asseritole di 
cui ci riserbiamo a parlarne con più estensione 
nell’ Introduzione al primo volume del nostro 
Corso di Analisi . 

Qual sia F oggetto dell’ XI^ , e del XII° li- 
bro , si è già detto di sopra : la teoria de’ soli- 


(7) Questa nostra congettura si trova anche indicata nel 
principio del Voi. i. dell’ Opera elaboratissima del P» Cossali 
rhe ha per titolo Origine , e trasporto dell'Algebra in Italia . 
Ma essa vi è pinttosto contradetla , che sostenuta , conte con* 
venivasi . 
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di si trova in essi saldamente stabilita , ed in 
modo da non lasciar nulla a desiderare per 1' ordi- 
ne ammirabile con cui è scritta , eli’ è certa- 
mente pari a quello de’ primi sei libri . In- 
tanto non bisogna negare , che in essi non s* 
riconosce quell’ istessa precisione nel defini- 
re , e rigore nel dimostrare , che il Geome- 
tra Greco aveva in questi posto . Ne tfi colpa 
deve a lui attribuirsi ; avendo noi già veduto 
nelle Note al vol.’i. quanto avevan maltrattati i 
primi sei libri gli antichi espositori : e mo- 
streremo inoltre nelle Note a questi due ultimi 
libri, che debbano a costoro anche attribuirsi que- 
ste altre imperfezioni . Le principali di esse con- 
sistono nella 9» ,io a ed 11* definizione del lib. 
XI° , cioè in quella dell’angolo solido , e de’ so- 
. lidi simili , e degli uguali e simili ; perché 
la prima dovevasi render più chiara , e meno 
soggetta ad equivoco, e le altre due avevan biso- 
gno di venir confermate prima di essere applica- 
te , come da noi si è fatto ( Vegg. le Note cor- 
rispondenti a queste deJjf.).Ci 6 facendosi la teoria 
de’solidi uguali e simili , anziché trovarsi fondata 
sn di un principio ruinoso ed atto ad indurre in 
errore, come sottilmente ha preteso il Simson (8) 
l’è solidamente stabilita, e eon tutto il rigor 
che si esige in un libro elementare di Geome- 


S 8) Si riscontri la Pref. al svo Euclide latina . 
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tria. Questi due libri avevano di più bisogno 
di essere esposti con maggior chiarezza , e mol- 
te dimostrazioni, e soluzioni dovevan render- 
si più brevi , affinchè più facil riuscisse il ri- 
tenersi da principianti; e l’ una e 1’ altra di 
queste cose speriamo che siasi conseguita in 
questi nostri Elementi . Ed al proposito di que- 
st’ ultima essenzialissima condizione per un li- 
bro elementare , farem qui notar di passag- 
gio , che nel XII° libro, per’mezzo di un sem- 
plicissimo jirincipio ricavato da Euclide stesso , 
del quale egli si prevale nell’ ultima Prop. di un 
tal Libro , ci è riuscito di dimostrare tutti que’ 
Teoremi che riguardano il cerchio , il cilindro , 
il cono e la sfera in una maniera assai semplice 
ed uniforme , in modo clic il giovine avendo ap- 
presa le dimostrazione di uno di essi , e da se 
solo nel caso di distender le altre . E questo 
stesso principio ci è anche valuto per dimostra- 
re non pochi Teoremi di Archimede sulla sfera 
e sul cilindro ; donde è che questi tre libri di 
Solida di Geometri diversi hanno cosi acqui- 
stata anche quell’ unità , e quella correlazione 
che si conveniva ad un libro elementare . 

11 XI1I° libro degli Elementi trovasi rap- 
portato in poche istituzioni di Geometria , e 
con ragione , non contenendo una teoria im- 
portante ad apprendersi da un giovane prin- 
cipiante . Altronde un tal libro non cessa di essere 
un buon libro di Geometria Solida , clic perciò 


Digitized by Google 



PREFAZIONE j5 

non doveva restar interamente dimenticato. Noi 
abbiamo perciò creduto opportuno di conciliar 
queste due cose , dandolo in abbozzo in una Nota 
al libro XI°, dalla quale si potrà ricavare una 
completa idea di ciò che Euclide ha esposto 
in un tal libro, eh' è tra quelli di Solida , co- 
me il IV° tra i libri di Piana . 

Ordinariamente questo XIII° libro trova- 
si seguito da due altri , che tratlan pu- 
re de’ corpi regolari . Le teorie però eh' essi 
contengono sono interamente superflue per gli 
Elementi di Geometria: nè essi sono di Euclide; 
ma di Ipsicle Alessandrino , e furon malamente 
aggiunti a’ primi i3 libri di quel Geometra da 
Teone , o da altro antico Cementatore. Con tutto 
ciò anche i più accurati tra i moderni espositori 
di Euclide gli hanno conservali in questo luogo. 
Ciò che fa veramente maraviglia si è il vedere, che 
taluni abbian potuto sospettare che questi due 
libri potessero appartenere ad Euclide . Pri- 
mieramente dimostra il contrario la Prefazio- 
ne ad essi , nella quale si parla di rettificare 
ciò che Apollonio Pergeo , il qual visse do- 
po di Euclide , aveva scritto sul paragon del 
dodecaedro all’ icosaedro iscritto in una stessa 
sfera ; e poi la loro esposizione mostra eviden- 
mente a chi ha un poco il gusto Euclideo , eh* 
essi siano sortiti da altra mano meno perita che 
quella di Euclide . 

Intanto nel trovarsi i libri di Solida di Encli i 
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de distinti da quelli di Piana per mezzo del 
VII 0 , VII1° , IX° , e X° de’ quali si è par- 
lato , deve far necessariamente pensare ad ognu- 
no , che tali libri sieno preliminari necessa- 
rj alla scienza de’ solidi ; ed in fatti questa opi- 
nione hanno avuta molti sommi Geometri , tra i 
quali recheremo qui solamente quelle del Clavioi 
c del Gregory . Il primo di questi nell’ introdu- 
zione da lui premessa al libro VII 0 , si esprime 
così: Ilactenus egit Euclides de priori Geome- 
triae parte , ea scilicet quae circa plana ver- 
satur ; restabat altera solidorum . erum an- 
te ei necesse fuit de lineis commensurabilibus , 
et incommensurabilibus dissere , quod ad prò -*■ 
prielates corporum plurimorum , eorumque ma- 
xime quae regularia nominantur demonstran- 
das , atque ut oportet explicandas , harum co- 
gnitio linearum requiratur , idque adeo , ut 
absque eis solidorum tractatio imperfecta sit , 
neque suis numeris absoluta . Huc accedit , 
quod absque cisdem lineis , plurima latera tam 
planorum , quam solidorum , si Geometriae 
tlieoria in opus canferatur , atque usum , ne- 
que exprimi queant , neque intelligi 



Et quia earundem linearum cxplicatio ac 
intelligentia cum numeris est implicata , et 
conjuncta , ut absque his nullo modo cogno- 
scantur , oportuit eorum numerorum expli- 
calionem , ut doctrinae suus ordo , va- 
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tioque costaret , lineis anteponi . Nel cominciare 
poi il libro X° lo stesso Glavio dice : Absolvit 
Euclides in antecedentibus tribus libris ea quae 
ad numeros spectant , quantum satis visum est 
ad res Geometrieas i nteliigeridas) nunc in hocX° 
libro aggreditur ad linearum commensurabilium 
et incommensurabilium disputationem , quarum 
causa numerorum tractationem ab eo susce- 
ptam esse superius diximus . Nam sine co - 
gnitione harum linearum , complures magni tu ~ 
dines cum solidae\ tum planae , neque perfecte 
intelligi possunt , neque , cum res tulerit in opus 
atque usum conferri , propterea quod latera 
earum incommensurabilia sunt : id quod et de 
planis ipsis atque solidis dici potest , quippe 
cum et haec incommensurabilia saepe numero 
existant ; ut ad finem hujus libri demonstrabi - 
mus . Ed il Gregory nella Prefazione al suo 
bellissimo Euclide greco-latino stampato in 
Oxford l’anno 1703 , eh’ è uno de’ più gran 
monumenti che l’ Inghilterra ha innalzati allo 
scienze , ragiona su di ciò nel seguente modo ; 
Proprie tamen Geometria haec dividi tur in 
titnreSuv Ssw j>‘av ( superficierum contemplati - 
nem ) , et (rTepeopurptee/ ( solidorum ) . Sed 
tyrspeofjLsrpia intelligi nequit sine notitia li- 
nearum vJit[i.£Tpuv ì et rvufterpuv ; ncc liane 
scire possumus , itisi notitiam habeamus nu- 
merorum . Questi due sommi Geometri , e con 
essi molti altri, yoglion dunque darci chiarament* 
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ad intendere , che Ja teoria de’ numeri , e quella 
delle grandezze commensurabili sia essenziale a 
premettersi all’ altra de’ solidi ; e s’ è cosi ognuno 
dovrebbe aspettarsi di veder continuamente cita- 
te le Proposizioni del VII 0 , VIII° , IX° , e X 1 * 
libro nell’ Xl Q , e nel XII° , : e pure se se n’ec- 
cettua la prima del libro X°, che serve di lemma 
alla 5 del XII 0 , e che anche nel luogo ove si 
trova vi sta come lemma , non facendo affat- 
to parte delle ricerche del libro X°, non v’ha al- 
cun’ altra dimostrazione, o selezione ne’ libri di 
Solida , che ammetta da lontano l’ esistenza dei 
quattro libri intermedj . E ciò tanto è vero che in 
nessun Corso moderno di Geometria Elementare 
Euclidea , non escluso quello del Simson si tro- 
van più questi libri . Inoltre se le teorie d 
incommensurabilità e di commensurabilità deb- 
bon premettersi a quelle de’ solidi ; perchè 
non dovranno ugualmente premettersi alle al- 
tre delle figure piane , che pur possono essere 
commensurabili ed incommensurabili ? Ma vi è 
anche un’ altra cosa da osservare ed è questa . 
Nell’ultima proposizione del lib. X Q , come si 
è già detto , Euclide dopo di aver dimostrato 
in due modi diversi che la diagonale ed il 
lato del quadrato sono incommensurabili tra 
loro , continua a dire così : Itaque inven- 
tìs longitudine incommensurabilibus rectis li - 
neis , ut A , B , invenientur et alide quam - 
giurimele magnitudines ex duabus dirnensio - 


^ Digìtized by Googl 



PREPARINE tg 

nibus , nimirum superficies incommens ara- 
biles inter se se . Si enim ipsarum A , B , me- 
diani proportionalem sumamus rectam lincam 
C ; erit ut A ad B , ita figura quae fit ex A ad 
eam quae ex C similem et similiter descript am , 
sive quadrata , sive alia rectilinea similia , 
sive circuii qui circa diametros A , C descri- 
bantur ; quandoquidcm circuii inter se sunt 
ut diametrorum quadrata . Inventa igitur sunt 
spatia plana inter se incommensurabilia . O » 
stensis autern bis , ostendemus etiam ex soli ■ 
dorum contempi atione ìpsa solida esse com- 
mensurabilia et incommensurabilia inter se 
se . Nam si in quadratis ex A , B , vel in re- 
ctilineis quae ipsis aequalia sint solida aequs 
alta constituamus , sive parallelepipeda , sive pi- 
ramides , sive prismata,erunt ea inter se uti ba- 
ses; et si quidem bases commensurabiles sint , «- 
runt solida commensurabilia , si vero incom- 
mensurabiles , et ipsa incommensurabilia erunt. 
Sed et duobus circulis existentibus A , B , si 
in ipsis conos aeque altos , sive cjlindros con- 
stituamus , erunt inter se uti ipsorum bases , 
hoc est ut A , B circuii , et si quidem cir- 
cuii commensurabiles sint , commensurabiles 
erunt et coni inter se se , et cjlindri ; si vero 
incommensurabiles , et coni , et cjlindri in- 
commensurabiles erunt . Ex quibus perspi- 
cuum est , non solum in lineis et superficiebus 
esse commensurabilitatein , et incommensura*. 
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bilitatem , sed et in solidis Jìguris . Orchi non 
vede chiaramente da tutto ciò , che il lib. X° non 
possa stare innanzi all* XI° e XII°; mentre nel 
citato luogo di esso vi si accenna pressoché 
1* intera teoria del rapporto delle figure solide ; 
Il Gregory avendo sostenuto nella Prefazione 
del suo Euclide , come abbiamo fatto di sopra 
Vedere , che questi libri eran posti nel loro luo- 
go , ha dovuto poi necessariamente ricorrere al 
ripiego di dire , che le cose quassù rapportate 
nello Scolio , o non sono di Euclide , o alme- 
no non debbono stare in questo luogo , poi- 
ché dipendono dalle cose seguent i (9). Ma senza 
derogare al rispetto che si deve ad un Geometra 
del suo merito , egli si è fortemente ingannato. 
E primieramente non v’ ha ragione da dubitare 
che queste cose sieno di Euclide , quando si am- 
mette che sia sua la Proposizione colla quale 
sono strettamente connesse : e poi è ben conse- 
guente e ragionevole , eh’ Euclide dopo di aver 
si a lungo ragionato delle quantità commensu- 
rabili , ed incommensurabili , volesse provare con 
più esempj geometrici 1’ esistenza di queste tali 
graudezze , non solamente tra le figure piane , 
ma anche tra le solide . 11 dir poi che quello 
Scolio non sia nel suo luogo , è manifestamente 
un assurdo ; poiché se ciò fosse vero , qual al- 


(9) Si riscontri la notareila (la lui inserita a piè dclla pa- 
gina 32 G del suo Euclide. 
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tro luogo potrebbe competerli negli Elemen- 
ti? Il Gregory dunque si è fatto indurre in e- 
quivoco dall’ impegno in cui era entrato di so- 
stenere ciò eh’ egli aveva asserito nella Prefa- 
zione . E quello che si è detto , resterà vieppiù 
comprovato , allorché noi in seguito convalidere- 
mo con altri argomenti, che nou mai Euclide po- 
tè interrompere gli Elementi Piani da quelli di 
Solida coll’ intermezzo de’quattro libri de’qua- 
li si sla parlando . 

Per mostrare la ragionevolezza di questa no- 
stra opinione , basterà ricorrere all’ uso che 
potevano avere questi libri in Geometria . Or 
è chiaro che gli antichi non dovevano studiar 
con tanto impegno le cose geometriche per un 
puro lusso letterario ; ma sì bene per 1’ utilità 
eli’ esse recano agli usi civili , per servirsene 
cioè in pratica , e ciò vien anche comprovato 
dall’ origine che i più antichi Storici danno 
a questa scienza (io), e dalla sua stessa denomi - 

(io) Quantnnque da tempi antichissimi si sien fatte delle 
costruzioni meccaniche si ben ordinate , che mostrano chia- 
ramente esservi stato il concorso de* lumi geometrici; pur- 
tuttavia bisogna credere, che una tal’cpoca ha dovuto precedere di 
molto quell’ altra nella quale questi principi cominciarono ad 
esser ridotti in regole scientifiche , e che merita di esser chia- 
mata giustamente 1’ epoca dell’origine della Geometria . L’ o- 
pinione più ricevala e più ragionevole si è quella , che metti 
scrittori antichi , e tra gli altri Erodoto ci hanno tramandata , 
cioè che la Geometria scientifica sia nata in Egitto nel tempo in 
cui il re Sesostris , per consiglio del suo Ministro Tliol, qrdinò 
che questa regno fosse diviso da moltissimi canali, la quall'ooe' 
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nazione (nj . Questi libri adunque dovevano 
essere senza verun dubbio destinati a ridurre 
in pratica le teorie geometriche della Piana e 
della Solida , e ciò vicn chiaramente dimostrato 
dalle teorie che vi si espongono . E se tanto caso 
si vede in essi fatto della teoria degrincommensu- 
rabili , ciò deve da una parte attribuirsi alla man- 
canza che avevan gli antichi de’ metodi di ap- 
prossimazione , per cui , prima d’ intraprendere 
un’operazione pratica, dovevano assicurarsi della 
qualità delle grandezze su cui operavano , e dall* 
altra al sommo rigore ed esattezza elidessi mette- 
vano in tutte le loro cose . Che fosse questo 1’ uso 
di tali libri lo dice anche il Clavio ne’ due luo- 
ghi citati . 

Or posto ciò , perchè mai un trattato che 
serviva a ridurre in pratica le teorie di Pia- 
lla , e di Solida doveva seguire gli Elemen- 
ti di Piana , e preceder quelli di Solida ? Esso 
avrebbe dovuto certamente seguire, o precedere gli 
uni e gli altri . Vi è di più, che siccome nel VII Q 
libro si ragiona de’ numeri quadrati , e cubi ; e 

i*ahiono esìgendo de’ principi geometrici per esser ben esegui- 
ta, e per essere in seguito conservata , quel Ministro gettò a 
questo proposito 1» fondamenta di una tale scienza . Ecco dun- 
que che la Geometria è figlia del bisogno , e che fin dalla sua 
infanzia fu la guida dell' uomo nelle pratiche utili sul terreno* 

(n) .La voce Geometria è tradotta dal Greco yvcoy-STpia. 
che componesi dalle due parole y » ( terra ) e (misu- 

rare ). Essa dunque altro non significa , che misura deila terra • 
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de' primi se ne ha già un’ idea di corrispondenza 
geometrica , l' istessa conveniva formarsene de* 
secondi . Ed in qual maniera poteva ciò effet- 
tuirsi facendo precedere questi libri agli Ele- 
menti di Solida ? E lo stesso dicasi pe’ nume- 
ri piani e solidi . 

Da quanto si è detto par che se ne potrebbe 
conchiudere, che il VIl°, V1II°, IX°,e X°libro, 
anziché precedere T XI 0 , XIl°, e XIII 0 , dovreb- 
bero star dopo questi ; ma noi opiniamo , e non 
senza ragione fortissima , che tali quattro libri 
non furono da Euclide compresi in un’ Opera 
sola cogli Elementi Geometrici ; e che forma- 
rono un trattato diverso , il qual s’ insegnava a* 
giovani separatamente , e contemporaneamente 
agli Elementi di Geometria , appunto come noi 
costumiamo oggigiorno di accoppiare allo stu- 
dio di questa scienza quello dell’ Aritmetica , « 
dell’ Àlgebra . Questa nostra opinione è fon- 
data sul seguente ragionamento . 

Ciò che deve caratterizzare una buona istitu- 
zione elementare di Geometria si ò certamente 
il non trovarci alcuna interruzione nella ca- 
tena delle verità necessarie , che vi si conten- 
gono ; senza che però alcuna ve ne sia super- 
flua, o pur due volte esposta ; e non v’ha certa- 
mente alcuno il quale conosca questa specie di la - 
vori geometrici , che di ciò non convenga . 
Or se non v’ ha dubbio, eli’ Euclide abbia con- 
seguita la perfezione ne’ suoi Elementi , come 
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tutt’ i Geometri sì antichi, che moderni ne con- 
vengono (i a), bisogna dire, ch’egli abbia rigorosa- 
mente osservato un tal precetto nell’ ordinarli . 
E bene vi si sarebbe del tutto contravenuto da 
esso , quando si volesse supporre, che il VII 0 li- 


( 12 ) Pappo Alessandrino Geometra del quarto Secolo , eh© 
può giustamente aversi come il raccoglitore non solamente di 
xnolte cose degli antichi Matematici , ma anche delle loro opi- 
nioni , parlando di Euclide, nella Prefazione al VII® libro del- 
le sue Collezioni Matematiche , si esprime nel seguente modo: 
adeo cxcellentem in mathemalicis kabilum est asseculus , ncque 
usquam deceptus est . E 1* antico Filosofo Proclo, nel suo im- 
menso comentario che intraprese su di Euclide, e che non con- 
tinuò al dì là del libro x., esclama : quis non Euclidis Elemen - 
Ut admiretur , in quibits superioru.ru Elemento, omni genero 
iaudis longissime super avit . 

Le opinioni de* moderni in faror degli Elementi di Eu- 
clide sono poi tante quante i sommi Geometri ; e noi 
non crediamo fuor di proposito di far qui notare le prin- 
cipali • Incominciando da pietro Ramo , diremo eh* egli 
sebbene sia stato uno de* più gran critici degli antichi , e di 
Euclide principalmente , de* cui Elementi si permise il prime 
di mutarne V ordine infruttuosamente ; pure non potè fare a 
meno di confessare che: Nullus paralogismus , nulla pseudogra- 
pitia in tolis Elementis Euclidis nobis , quamquam severe in - 
quirentibus animadverti potuit ( Schol. Math.lib. 4* pag« 23. ) • 
il Cardano nella sua Opera de subbillate al lib. i3. dice cosi , 
Euclidis sunt duce precipue laudes : inconcussa dogmatuin 
Jirmitas libri Elementorum , perfectioque adeo absoluta , ut nul- 
lum opus buie jure comparare audeas . Quibus fit ut adeo lux 
vcritotis in eo refulgeat , ut ei soli in arduìs qncestiontbus vi- 
deantnr verum a falso dignoscere , qui Euclidem hab eant fami- 
liare m , Ed il Gregory nella Prefazione al suo Eulide , oltre a 
tante altre cose eh’ egli dice in favor degli Elementi di questo 
Geometra , ripete un tal passaggio del Cardano . 

Il Wolfio inerendo al sentimento del Leibnitz , dopo aver 
molto lodati gli Elementi di Euclide v soggioga# : Opus hoe in ter 


* 
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hro e gli altri sino all' XI 'facessero parte degli 
Elementi di Euclide; imperocché in quel libro 
si trovano dimostrate pe’ numeri le stesse veri- 
tà da Euclide fatte rilevare per le grandezze in 
generale , e quindi anche pe’nurneri nel libro V° 


ea eminet , qha ex antiquitate ad nos pervenerunt, ita ut pro- 
videntias divina attribuendum sit, quod injuria temporum. non m . 
terierìt . ( De praecipuis scrip. malli. Cap. 3. J. 2 . ) 

JLa Scuola Inglese ha sempre pensato favorevolmente di Eu- 
clide , che perciò , dice bene il Sig. Montucla » essi veggono 
» schiudere meno di «{uetle opere elementari , che non facili- 
» tano la scienza se non snervadoia , Euclide è quasi il solo 
» Autore elementare eh’ essi conoscano, e non vi mancano per- 
» ciò Geometri » . Oltre del Gregory che abbiamo gii citato* 
il Bàrrow , il Beili , e Roberto Simson hanno prodotti con 
molta esattezza gli Elementi di Euclide . Ed è qui il luogo di 
ricordare che il Newton , che a giustissimo titolo merita di 
stare alla testa di questa illustre f amiglia di Geometri moder- 
ili , soleva dolersi, quod perlecto non dum Euclide ea diligen- 
tia qua in tanto auctore adhibere debueral,ad Cartcsium, alias - 
que t propera quadam cura descendisset • 

Il rispetto che ha avuto per gli Elementi di Euclide 1’ Italia 

10 mostra evidentemeute la folla de 1 Cementatori , editori, a 
traduttori ch’essa ha avuti, tra i quali meritano maggior distin- 
zione il Commandini che tradusse gli Elementi dal Greco in 
Latino , e gli corredò di Scoi) brevi e giudiziosi , il Viviani 
ad il Borelti. 

Finalmente anche in Francia , ove da Pietro Ramo in poi si 
à sempre avuto il sistema di travestire Euclide , ha però que- 
sto Geometra incontrati presso i migliori Matematici di tal na- 
zione di coloro che gli hanno resa giustizia; leggasi a tal pro- 
posito ciò che dice il Montucla alt’ Articolo di Euclide nella 
sua dotta Storia delle Matematiche Part. r. Lib. IV ; ed anche 

11 Bossut nel suo Saggio sulla Storia delle Matematiche non ha 
potuto fare a meno di dire * Mai libro di Scienza ha avuto 
» un successo paragonabile , a quello degli Elementi di Elicli- 



a6 PREFAZIONE 

In fatti qual necessità v’ era di dimostrare , che 
se un numero sta ad un altro , come una 
parte del primo ad una parte del secondo , 
stia pure il rimanente del primo al rimanen- 
te del secondo , come quel numero a questo , se 
ciò contenevasi nella Prop. 5 . del libro V°; che 
se quattro numeri sono propor zi ornili , per- 
mutando sono anche proporzionali , la qual ve- 
rità vicn dimostrata generalmente nella 16 del 
libro citato. In una parola le Proposizioni ii, 
12 , i 5 , i 4 t e 22 del libro VII° non sono che 
ripetizioni particolarizzate delle altre ig, 12,16, 
22,20 del libro V 9 . 

Si potrebbe anche provare facilmente , che ne- 
gli altri libri , e principalmente nel X 9 ci sie- 
no delle altre verità, che affatto non avrebbero 
dovuto dimostrarsi in questo libro, se esso avesse 
formata una continuazione di teorie col libro VI® 

Ma concediamo anche che convenga dimo- 


* ile , Essi sono stati insegnati esclusivamente per più secoli in 
>* tutte le Scuole di Matematica , trodotti e contentati in tutte 
» le lingue , prova certa della loro eccellenza » E l’insigne Sig. 
la Grange, ed il Delamhre in un loro rapporto alla Classe di 
Matematica dell’Istituto di Francia sulla versione dell’ Eucli- 
de fatta da Peyrard si espriuion cosi » Poche opere sono sta- 
» cosi spesso contentate e prodotte t come gli Elementi di Eu- 
» elide ; ma non v* è autore col quale i suoi traduttori si ab- 
» biano prese delle si strane libertà »;e poco dopo soggiungono . 
r ma malgrado tutte le loro cure , c le loro pretensioni , es- 
» si non hanno fatto obbliare il vero Euclide » . Dopo tutte 
queste testimonianze di uomini sommi, alle quali se ne potreb- 
bero aggiugnere moltissime altre , sarebbe strano il trova? 
Euclide inconseguente ! 
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strar nuovamente i casi particolari di una teo- 
ria generalmente esposta , quando specialmen- 
te si tratta di essa: e bene Euclide il quale ha 
posto tanto sistema, ed uniformità nelle sue co- 
se , come mai avrebbe fatta questa eccezione per 
la teoria de’ numeri , che non entrava che ac- 
cidentalmente nel piano de’ suoi Elementi , ed 
avrebbe poi tralasciato di ciò fare per le grandez- 
ze continue nel libro YI°.Se si vuol dunque ri- 
conoscere in Euclide il carattere di esattezza 
eli’ è chiaramente marcato in tutte le sue cose , 
e se non si vuol distruggere male a proposito 
l’opinione di tutti i Geometri antichi, e moder- 
ni a suo riguardo , bisogna convenire , che 
senz’altro questi quattro libri formavano, co- 
me noi abbiamo detto , un’opera separata in" 
teramente dagli Elementi di Geometria , e che 
s’insegnava forse nelle Scuole Greche contem- 
poraneamente ad essi . Ciò posto questi tali li- 
bri non solamente non debbono esser compresi nel- 
l’ordinaria istituzione;poichè,per le teorie che con- 
tengono , sono superflui per noi che possedia- 
mo 1’ Aritmetica volgare , e la speciosa ; ma sen- 
za di questo nè anche vi dovrebbero esser com- 
presi , per le ragioni poc’ anzi dette , 

Adunque rXI°,XII° , e XIII°libro non sono a 
rigore , che il VI1°, VIII°, e lX°degli Elemen- 
ti di Euclide , che forse da Teone Alessan- 
drino , o pur da altro antico espositore furon 
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trasportati nel luogo ove si trovano , cd inter- 
mezzati da libri non di Geometria . Noi in- 
tanto continueremo a nominarli XI° , XII°, e 
X1I1°, essendosi quest’ uso inveterato , e trovan- 
dosi essi cosi citali da tutti. 


NOTA ALLA PAG. 18. 

Da' libri (li Solida di cui si parta in questa pagina ne 
abbiamo escluso il XUI a , per le ragioni addette di sopra . E* 
vero che in questo si trova fatta una certa applicazione delle teo- 
rie del lib. X a ; ma le cose che hanno bisogno di un tal ajuto 
non formano 1* esenziale delle ricerche del libro XIII* : a 
poi quest’ applicaziene , ed in questo luogo non si oppone af- 
follo all’ opinione che noi ci abbiamo formala de’ libri Vll a , 
Vili® , IX* , e X* , e che qui appresso indicheremo , 


Digltized by Google 


* 


* 

V UNDECIMO LIBRO 

DEGLI 


ELEMENTI DI EUCLIDE. 



definizioni. 


T 

i. IL solido è ciò > che ha lunghezza , larghezza ,• 
e profondila . 

ii. Il termino del solido è la superfìcie . 

ni. Una linea retta è perpendicolare ad un pia- 
no , quando forma angoli retti con tutte le linee 
l’ette , che sono nel sottoposto piano, e la toccano. 

iv. Un piano è perpendicolare ad un altro, quan- 
do ciascuna linea retta , che si conduce in udo di 
essi perpendicolare alla comune sezione loro, è an- 
che perpendicolare all’ altro piano . 

v. Se da un qualunque punto di una linea ret- 
ta inclinata ad un piano si abbassi su questo la 
perpendicolare , c poi si uniscano gli estremi dell’ 
inclinata, e della perpendicolare, che sono nel pia- 
no ; 1 angolo acuto compreso da questa congiun- 
gente , e dall’ inclinata stessa si dirà inclinazione 
di tal linea retta al piano . 

vi. L’ inclinazione di un piano ad un altro è quell’ 
angolo acuto , eli’ è compreso da due perpendicola- 
ri alla comune sezione de’ piani , elevatele da uno 

i 




Cib. 11. 2 


Gli Elementi. 


"“stesso punto di essa , una ili un piano , e V 
nell’ altro . 

vii. Se sono uguali gli angoli d’ inclinazione di 
due piani a due altri , quelli si dicono similmente 
inclinati a questi . 

vm. Piani paralleli sono quelli , clic tra loro 
non possono mai convenire . 

ix. L’ angolo solido è quell 1 inclinazione , ebe si 
costituisce ad un punto sublime da più linee ret- 
te, che da questo si tirano agli angoli di un ret- 
tilineo sottoposto. 

x. Figure solide simili sono quelle , die hanno i 
loro angoli solidi rispettivamente uguali, e che so- 
no contenute da piani simili, ed uguali in numero. 

xi. Si è tralasciata ( Veggasi la Nota ad essa ). 

xn. Se i vertici degli angoli di un poligono si 

congiungano con un punto sublime ; il solido rac- 
chiuso dagli emergenti triangoli , e dal sottoposto 
poligono , si dirà piramide . 

xm. Il prisma è una figura solida compresa da 
piani , de' quali due , clic sono sempre opposti , 
sono paralleli , uguali e simili j ed i rimanenti so- 
no parallelogrammi . 

xiv. La sfera è quella figura descritta da un 
semicerchio , il qual si rivolga intorno al suo«dia- 
melro fisso , finché ritorni al luogo dove cominciò 
il suo moto . 

xv. Questo diametro fisso dicesi asse della sfera. 

xvi. Ed il centro del semicerchio è anche cen- 
tro della sfera . 

xvii. E poi diametro della sfera ogni linea ret- 
ta , che passando per lo centro di essa , si arre- 


t 
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sta da amlie le parti alla superficie sferica . — 

xvm. Il cono è la .figura descritta da un trian- 
golo rettangolo, il qual si involga intorno ad un lato 
immobile, che comprende 1’ angolo retto , finché 
ritorni nel luogo donde cominciò il suo molo . 

xix. Questo Iato immobile intorno al quale si 
rivolge il triangolo, chiamasi asse del cono. 

xx. La base del cono è poi quel cerchio, che si de- ' 
scrive dall’ altro lato, eh’ ^intorno all’angolo retto. 

xxi. 11 cilindro è la figura descritta da un pa- 
rallelogrammo rettangolo , il qual si rivolga intor- 
no ad un suo lato immollile , finché ritorni don- 
de aveva cominciato a muoversi . 

IV. B.. Per questa defin. , c perla XVIII., VP g- 
gasi la Nota ad esse . 

xxii. Questo Iato immobile intorno al quale si 
rivolge il rettangolo , si dice asse del cilindro . 

xxni. E si chiama base ciascuno de’ due cerchi 
che si descrive dai lati opposti , che sono ad an- 
golo coll’ asse . 

xxiv Coni simili, e cilindri sìmili sono quelli, i 
cui assi sono proporzionali ai diametri delle basi. 

xxv. Il cubo è una figura solida contenuta da 
sei quadrati uguali . 

xxvi. Il tetraedo è una figura solida compresa 
da quattro triangoli equilateri uguali . 

xxv ii. L ottaedro è una figura solida contenuta 
da otto triangoli equilateri uguali . 

xxxviii.il dodecaedro è una figura solida contenuta 
da dodici pentagoni uguali, equilateri, ed equiangoli. 

xxix. L’ icosaedro è una figura solida compresa 
da venti triangoli equilateri uguali . 


LìL ii. 4 




Gli Elementi 


PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

Una linea retta non può avere una qualche 
tua parte in un piano , ed un' altra in sublime . 

fig. i. Se ciò può succedere, la linea reti» ABC abbia 
la saia parte qualunque AB nel piano LM, e l'altra 
BC in sublime. Vi dorrà certamente essere nel piana 
LM una linea retta per dritto colla AB: sia questa 
la BD. Adunque le due linee rette ABC, ABD avreb- 
bero comune il segmento AB 5 la qual cosa non 
-• c.i3*I. può succedere * . 

Quindi «na linea retta non può avere, ec. C.B.D. 

PROPOSIZIONE II. 
teorema. 

Tre punti, che non stieno per dritte , sono in 
un medesimo piano . E due linee rette , che s' itt~ 
ters gano consistono anche in un piano . 

fg. a. Sieno i tre punti E , C , B , i qnali non alie- 
no per dritto : dico eh’ essi sieno in un medesima 
piano . 

Si uniscano due di essi E , B per la EB , e s* 
intenda per questa passare un piano , il quale si 
concepisca poi rivolgersi intorno ad EB 5 do- 
vrà un tal piano necessariamente passare per lo 
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punto C; e perciò i tre punti E, C, B consisto- 
no in un piano . Laonde anche le linee rette 
EC , EB che congiungono questi punti consiste- 
ranno nel piano stesso . Ma nel piano in cui sono 
le CE, EB vi stanno anche le ED , AE * : dun- * 1 . XI. 
quc le linee rette CD , AB , che s’ ijiterscgano 
Cono anche in uno stesso piano'. 

E perciò tre punti ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOHEMA. 

, \. 

La comune sezione Ji due piani , che s' intera 
segano <! una linea retta . 

ì 4 

y 

S’ interseghino i due piani AK , LM : dico clic fig. 3. 
la loro comune sezione sia una linea, retta . 

Imperocché presi i punti B, e D in questa coj. 
mune sezione ; è chiaro , che se congiungasi la li- 
nea retta BD , questa unendo due punti , che esi- 
stono in ciascuno di» essi piani , debba cadere 
nel tempo stesso si nell’uno, che nell’ altro ; e 
che perciò debba essere la loro comune sezione . 

Laonde la comune sezione ec. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE 1Y. 

TEOREMA. 

* • 

Se una linea retta è perpendicolare a due al- 
tre ette s' intersegano , nel punto della loro inter- 
sezione ; sarà anche perpendicolare a quel piano 
che passa per esse . 

fig. 4* Sicno AB, CD due linee rette che s* intersegano 
in E , e la FÉ sia perpendicolare ad esse in que- 
sto punto E: dico che una tal linea retta FE 
debba essere anche perpendicolare al piano LM , 
che passa per le AB , CD 

Prendami nelle AB , CD le EA*, EC , EB , 
ED uguali tra loro ; poi per E si tiri comunque 
la linea retta GEI! , e si «ingiungano le DA , 
IJC : filialmente preso un qualsivoglia punto F 
nella EF , si uniscano le FA , FC , 1B , FD . 

E poiché le due lince rette AE , ED sono u- 
guali alle due altre CE , EB , e contengono an- 
goli uguali ; sarà anche la base AD uguale alla 
Fase BC,e l’angolo DAE uguale all’angolo EBC. 
Ma è pure 1’ angolo AEG uguale all'angolo BEH; 
dunque i due triangoli AEG , BEH avendo due 
angoli uguali a due angoli , ciascuno a ciascuno , 
ed uguali anche i lati AE , EB , che sottendono 
angoli uguali ; avranno i rimanenti lati uguali a’ 
rimanenti lati : per lo che sarà GE uguale ad EH, 
ed AG a BII . Or essendo AE uguale ad EB , «1 
FE comune , e perpendicolare ad esse ; sarà la . 

* 
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base FA uguale alla base FB : e nel modo stesso ' 
si dimostrerS essere FD uguale ad FC . Adunque 
i due triangoli DFA, CFB avendo i lati DF, FA 
uguali ai lati CF , FB , ciascuno a ciascuno , e la 
base AD uguale alla base BC ; avranno 1’ angolo 
FAD uguale all’ angolo FBC : e quindi i due altri 
triangoli FAG , FBH , avendo pur essi i lati FA, 

AG uguali ai lati FB, BH, e 1’ angolo FAG uguale 
all’ augolo FBH , come si è dimostrato ; avranno 
la base FG uguale alla base FII. Finalmente i du» 
triangoli FEG , FEH avendo il lato GE uguale 
al lato EH , il lato EF comune , e la base FG 
uguale alla base FH ; avranno 1’ angolo FEG u- 
guale all’angolo FEH: e perciò l'E sarà perpendi- 
colare alla linea retta GEII. Similmente si dimostra, 
che FE sia perpendicolare ad ogn’ultra linea retta 
tirata per E nel sottoposto piano : quindi dovrà 
tal linea retta FE esser perpendicolare al piano 
nel quale giacciono le AB , DC * C. B. D. * d. 3» 

PROPOSIZIONE V. 

* 

X S O R E MA. 

\ 

Se quattro linee rette partono da un medesi- 
mo punto , ed una di esse è perpendicolare a cia- 
scuna delle tre altre j queste tre consisteranno in 
un piano , 

Dal punto A partano le quattro linee rette BA fiS' 5. 
BC , BD , BE , ed una di esse BA sia perpendi- 
colare alle altre tre BC , BD , BE : dico che que- 
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ste ire lince rette debbano consistere in Un piano. 

Poiché se è possibile , una di esse BC non 
consista colle altre due in un piano j ma il 
piano ABF , che passa per BC , e per BA in- 
ferScghi il piano LM , in cui giacciono le altre 
due B© , BE ; lo dov rà inlerscgare in una linea 

* 3. XI. retta*, che sia BF.'E poiché AB é perpendicola- 

re a ciascuna delle due BD , BE , dovrà essere 
anche perpendicolare al piano LAI , che passa per 

* 4 . XI. esse * ; e quindi alla BF , che giace in questo pia- 
^ d. 3. no * . Dunque é retto 1’ angolo ABF : ma si è 

supposto esser anche retto 1’ angolo ABC ; quindi 
1’ angolo ABF è uguale all’ angolo ABC . La qual 
cosa è impossibile ; mentre essi esistono in un 
medesimo piano . E perciò le tre lince rette BC , “ 
BD , BE dovranno consisteie in un piano. C.B.D. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

» 

Se due linee rette sieno perpendicolari ad un 
piano stesso , saranno parallele tra loro . 

fe. 6. Sieno AB , CD due linee rette perpendicolari 
allo stesso piano LM : dico eh’ esse sieno paralle- 
le tra loro . 

Imperocché incontrino il piano LM ne’ punti 
B , D , che si uniscano colla BD , sulla quale si 
elevi da D , e nel piano LM , la perpendicolare 
DE , e tagliate le BA, DE uguali , si ciwgiungauo 
le BE , AD , AE . 
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E poiché ne’ triangoli ABD , BDE sono «giù- " 
li i lati AB , DE , 1’ altro BD è comune , e 
1’ angolo ABD è rettp , al pari dell’ altro BDE ; 
mentre AB si è supposta perpendicolare al pia- 
no LM * : sarà BE ug-uale ad AD ; e perciò i * d. 3- 
due alili triangoli ABE , ADE a\endo i lati 
AB , BE uguali agli altri lati DE, DA, ciascuno a 
ciascuno, c la Base AE comune, avranno gli angoli 
ABE , ADE uguali j e ’l secondo di questi sarà 
letto al pari del primo . Dunque la linea retta 
ED , che per costruzione era perpendicolare alla 
DB , e per ipotesi alla DC , lo è anche alla DA ; 
e perciò queste tre linee consisteranno in un 
piano*. Ma nel piano delle BD , DA è"* puro * 5. XI. 
BA ; poiché consistendo i tre punti A , B , D in 
un piano * ; le tre linee rette AB , J3D , DA, che * 2 . XI. 
gli uniscono , dovranno giacere iu un tal piano . 

Laonde sulle linee rette BA , DC esistenti in un 
piano stesso , cadendovi la BD , e formando gli 
angoli interiori ABD , BDC retti , esse BA , DC 
saranno parallele . • 

E perciò se due linee rette , ec. C. B. D. 

N. B. La Prop.VII. si è tralasciata. ( f'eggasi 
la Nota su di essa ) 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

Se due linee rette sieno parallele , ed una di 
esse sia perpendicolare ad un piano , anche V al- • 
tra sarà perpendicolare al piano stesso . 

Le due linee rette AB , CD sieno parallele , ed fig. 6. 
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AB sia perpendicolare al piano LM : dico clic, 
anche CD debba esser perpendicolare allo stesso 
piano . 

Si uniscano i punii B , D , ove le AB, CD in- 
contrano il piano LM , cadrà la BD nel piano 
delle parallele AB , CD ; e perciò saranno le AB, 
CD , BD in un solo piano : indi dal punto D si 
tiri DE perpendicolare a DB, e nel piano LM - , si 
ponga DE uguale ad AB , e si uniscano le BE , 
AE , AD . E poiché AB è perpendicolare al pia- 
no LM , dovrà esser perpendicolare sì alla BD , 
che alla BE , che sono in questo piano, e la toc- 
cano in B* j e perciò ciascuno degli angoli ABD, 
ABE» è retto . Or essendo AB uguale a DE , e 
BD comune; saranno le due AB, BD uguali alle due 
ED, DB, ciascuna a ciascuna: ma è anche 1' angolo 
AB D uguale all’ angolo E DB , perchè ciascuno di 
essi è retto; quindi la base AD è uguale alla base BE. 
Similmente essendo AB uguale a DE , e BE ad 
AD, saranno le due AB , BE uguali alle due ED, 
DA ; è poi la base AE comune; dunque sarà l’an- 
golo ABE uguale all’ altro EDA . Laonde essen- 
do retto ABE , sarà anche EDA retto ; e quin- 
di ED è perpendicolare a DÀ . Ma ED è anche 
perpendicolare a DB; dovrà perciò ED essere per- 

* 4. XI. P en dicolare al piano che passa per le BD, DA*, e 

* d 3 a ’ che s i trova in questo piano * ; 

poiché tutte tre le BD , DA , DC sono nel pia- 
no nel quale esistono le parallele AB , CD; dun- 
que 1’ angolo CDE è retto. Ma è anche l’etto l’al- 
tro CDB. Quindi CD essendo perpendicolare al- 
le due DB , DE nel punto D ove s’ intersecano $ 
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sarà anche perpendicolare al piano LM eli* passa ' 
per esse * . * 4 . XI. 

E perciò se una linea reità ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE IX. 
teorema. 

Due linee rette che sono parallele ad una ter- 
sa , sono anche parallele tra loro , ancorché non 
stieno in un medesimo piano . 

* Sia ciascuna delle linee rette AB , CD paralle- fig . jr. 
la ad EF , e non stieno esse tre linee rette nel 
piano stesso : dico che AB sia parallela a CD . 

Imperocché si prenda nella EF un qualsivoglia 
punto G , dal quale si tirino ad essa EF le due 
perpendicolari GII, GK , la prima nel piano delle 
parallele EF , AB , 1’ altra in quello delle altre 
parallele EF , CD . E poiché EF é perpendico- 
lare alle due GH , GK , sarà anche perpendico- 
lare al piafio in cui queste consistono * ; e eia- * 4- XI. 
«cuna delle altre linee rette AB , CD , perchè pa- 
rallela alla EF, dovrà esser perpendicolare al pia- 
llo stesso * : quindi le AB , CD saranno tra hor» * 8 . XI. 
parallele . • 

laonde due lince rette ec. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE Xi 
teorema. 

Se ì tati di un angolo , eh' è in un piano , 
fieno rispettivamente paralleli ai lati di un altro 
angolo , che si trova in un piano diverso ; cotesti, 
angoli saranno uguali . 

fg. 8. I Iati dell'angolo BAC, che è in un piano sieno 
rispettivamente paralleli ai Iati dell’ altro angolo 
EDF, che sta in un altro piano , cioè AB a DE, 
ed AC a DF : dico che I 1 angolo BAC sia uguale 
•11’ altro EDF . 

Imperocché si prendano ne’ lati di uno degli 
angoli BAC due punti B , C ad arbitrio ; c poi 
si taglino dai lati dell’ altro angolo EDF le par- 
ti DE , DF uguali rispettivamente alle AB, AC t 
e si uniscano le AD , BE , CF , BC , EF . E 
poiché BA è uguale, e parallela a DE , sarà anche 
AD uguale, e parallela a BE . Per la stessa ragio- 
ne anche CF è uguale , e parallela ad AD : quin- 
* 9 . XI. di CF è uguale, e parallela a BE * . Laonde an- 
che uguali , e parallele saranno le BC , EF , che 
congiungono gli estremi di quelle : e perciò i due 
triangoli BAC, EDF, che per costruzione hanno 
tignali rispettivamente i lati intorno agli angoli in 
A , ed in D , hanno per dimostrazione basi ugua- 
li ; quindi 1’ angolo in A dovrà essere uguale all* 
altro in D . 

Adunque se i Iati di un angolo ec. C. B. D* 
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PROPOSIZIONE XI. 

HOSIEMA. 

Tirare da un punto dato in sublime una per- 
pendicolare sopra un piano dato . 

Sia dato il pnnlo A in sublime , c sia poi da- 
to il sottoposto phmo LM ; fa d’ uopo tirare dal 
punto A una perpendicolare al piano LM . 

Si tiri nel dato piano LM una linea retta BC, 
sulla quale si abbassi dal dato punto A la per- 
pendicolare AD *5 se questa sarà anche perpendi- 
colare al sottoposto piano LM, si sarà fallo quello, 
che si cercava . Che se poi non lo sia ; dal punto 
D si elevi sulla BC , e nel piano LM , la perpen- 
dicolare DF * , e su di questa si abbassi dal punto 
A la perpendicolare AF ; sarà tal linea retta la per- 
pendicolare al piano LM . 

Per F si tiri FE parallela a BC . Ed essendo 
retti i due angoli BDF , BDA $ sarà BD perpen- 
dicolare al piano, clic passa per le DF , DA , al 
quale sarà anche perpendicolare la EF, eh’ è paral- 
lela alla BD *: dunque l’angolo AFE c retto . Ma 
è anche retto 1’ altro AFD : quindi AF è perpen- 
colare alle due FE , FD nel punto F della lo- 
ro intersezione , e perciò è anche perpendicolare 
al piano LM in cui queste consistono * . Adunque 
essa è la perpendicolare che doveasi abbassare dal 
dalo punto A sul piano LM . 

(Quindi da un dalo punto ec. C. B. F. 


fa' 9* 

* 11. I. 

* II. I. 

* 8. XI. 

* 4- XI. 


R' 
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PROPOSIZIONE XII. 
eeoglema. 

Tirare una linea retta perpendicolare ad un 
piano da un punto dato in està . 

fig. io. Sìa A il punto dato nel piano LM : fa d’ uopo 
da questo punto A elevare una perpendicolare sul 
piano LM . 

Si concepisca un altro punto B sublime , dal 
quale si altbassi sul piano LM la perpeudicolare 

* il. XI. BG * , ed a questa si tiri per A la parallela AD, 

die sarà perpendicolare al piano LM , al pari 

* 6. XI. dell' altra BC * . 

E perciò si è tirata una linea retta ec. C.B.F. 

PROPOSIZIONE XIII. * 

TEOREMA. 

Da uno stesso punto non si possono elevare 
sopra un piano , e dalla medesima parte di esso , 
due p rpendicolari . 

fig. li. 5 ’ è possibile sieno BA , AC due perpendicola- 
ri elevate sul piano LM dallo stesso punto A , c 
dalla medesima parte di esso . Si tiri per queste 
un piano , la cui comune sezione coll’ altro LM 

* 3 . XI. sia la linea retta DE * . 

Ed essendo sì BA , che CA perpendicolare a 
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piano LM , sarà retto ciascuno degli angoli BAE, 

CAE ; e quindi 1’ un di essi uguale all' altro : il 
maggiore al minore : il clie è impossibile . E per- 
ciò è impossibile di elcYire dallo slesso punto A 
due perpendicolari sul piano LM, dalla medesima 
parte di esso . C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIV. 
teorema. 

Se una stessa linea retta t perpendicolare m. 
due piani ; questi saranno paralleli tra loro . 

Sia la stessa linea retta AB perpendicolare sì al Jig, 12 , 
piano EF , che all’ altro CD: dico che questi piani 
sieno paralleli tra loro . 

Poiché se non sono paralleli , prodotti per un 
Terso converranno : si producano , e convengano 
nella linea retta HG ; e preso in questa un qual- 
sivoglia punto K , si tirino da osso ai punti A, B 
le AK , BK , che esisteranno , coni’ è chiaro , ri- 
spettivamente ne’ piani EFI1G , CD1IG , e costi- 
tuiranno colla AB un triangolo . Or la AB , es- 
sendo perpendicolare ai piani DC , FE , lo deve 
essere anche alle linee rette AK , BK , che sono 
tirale in essi ; e perciò gli angoli KAB , KBA so- 
no retti . Adunque il triangolo AKB avrebbe due 
angoli retti : il ebe è impossibile • E perciò i pia- 
ni EF , CD non possono convenire , e sono per 
conseguenza paralleli . 

Laonde se una linea retta ec. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XV. 

TEOOMA. 

Se in un piano vi sia un angolo rettilineo , 
che abbia i lati paralleli a tjuelli di un altro an- 
golo rettilineo , eh' è in un piano diverso j essi pito- 
ni saranno anche paralleli. 

Jig. i3. Nel piano LM vi sia Pungolo ABC , ! cui la»- 
ti AB , BC sieno rispettivamente paralleli <}i la- 
ti DE , EF dell’ altro angolo DEF , eli’ è nel 
piano PQ : dico che i piani LM , PQ sieno pa- 
ralleli . 

Dal vertice B dell’ angolo ABC si abbassi sul 
piano PQ , dove sta 1' altro angolo DEF, la per- 
pendicolare BG , e per G si tirino le GII, GK 
parallele rispettivamente alle ED , EF . 

E poiché BA è parallela ad ED per supposizio- 
ne, ed ED è parallela a GII j dovrà BA cs- 

* 9 . XI. ser parallela a GII * . Per lo che essendo BG per 

pcndicolare al piano PQ , e perciò retto 1’ angolo 
BGH , sarà anche retto P altro GBA . E dimo- 
strandosi in simil modo , che sia retto 1 ' angolo 
, GBC , sarà la linea retta FG perpendicolare allo 
due BA , BC nel punto B della loro intersezione, 
e per conseguenza al piano LM, in cui epieste esi- 

* [ xi, stono * . Ma una tal linea retta è per costruzione 

perpendicolare al piano PQ ; quindi questi due 

* l4.XI. piani si ranno paralleli * . 

Per la qual cosa se in un piano ec. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XVI. 

|x 1 O tt E M à’. 

Se ihie piani paralleli sieno negati da un ter~ 
so piano ; le intersezioni di questo con ciascuna 
di quelli saranno parallele. 

I due piani paralleli AB , CD sieno segati dal /v 
terzo EFGH : dico che le comuni sezioni EF , ■ * 

GII di questo piana con ciascuno di quelli sieno 
anche parallele . 

Imperocché se le EF , GH non sono parallele 
prolungate da una delle due parli converranno ’ 

Si prolunghino dalla parte FH , e convengano- i u 
K. E poiché la linea retta GHK. è nel piano AB' • 
dovrà il punto K esistere in questo stesso piano 
prolungato : e per la stessa Cagione un tal inmtp 
dovrà anche trovarsi nel piano CD- prolungato. La- 
onde i piani AB, CD, se si prolunghino^ con ver/ 
ranno. Ma non possono convenire, poiché paral- 
leli. Dunque' né pure potranno incontrarsi le 
lince rette EF , GH dalla parte FH . Così m we 
si dimostra , che non possono incontrarsi dall" al- 
tra parte EG: perciò lo due linee rette EF GII 
di’ esìstono nello stesso piano EFHG , e che non 
possono incontrarsi , se si prolunghino dall’ una 
parte, o dell’altra, saranno parallele. 

Aduuque se- due piani paralleli ec. C. B D 


a 
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pròposizione xvir. 

teorema. 

Se due linee rette sieno segate da piani pa- 
ralleli , Saranno da questi proporzionalmente divise. 

fig. i 5 . Le due linee rette AB , CD sieno segate dai 
piani paralleli GII , KL , MN nei punti B , E , 
A ; D , F , C : dico che come la linea retta AE 
a, li’ altra Eli , così stia CF ad FD . 

Imperocché si uniscano le AC , BD , CB', e 
questa CB incontri il piano KL nel punto X, 
dal quale si tirino ai punti E, ed F le EX , XF. 

E poiché i due piani paralleli MN , KL sono 
segati dal piano BAC, le intersezioni AC , EX di 
16.XI. questo con quelli, saranno parallele * 5 e perciò, 
essendosi condotta la "parallela EX al lato AC del 
triangolo ABC , dovrà stare BE ad EA , come 
BX ad XC : e dimostrando similmente , che stia 
BX ad XC , come DF ad FC , per essersi tirata 
nell’altro triangolo BCD la XF parallela alla BDj 
sarà BE ad EA , come DF ad FC. 

Adunque se due linee rette ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XVIII. 
teorema. 

A * 

Se una linea retta sia perpendicolare ad un • 
piano ; ogni altro piano , che passa per essa , sarà 
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anche P er P^dicolare a quello stessa piana. 

» j 

Lo linea retta AB sia perpendicolare al sotto- fg. 16. 
posto piano LE : dica die ogni altro piano , che 
passa per la AB, sia perpendicolare al piano LE. 

Imperocché si faccia passare per la AB il piano 

7 ’ 6 S,a LE la com,me sezione di questo piano 
col sottoposto LE ; indi si prenda nella CE un 
qualunque punto F , dal quale si tiri nel piano 
V H h ì ( . perdemlicolare alla CE. E poiché BA 
e perpendicolare al piano LE , sarà perpendico- 
]nre alla linea retta CE che esiste in un tal pi a - 
"° 5 du !‘^ c r an SoIo B AF è retto : ma è * d , x r 

11" tr° P l T G f A 5 qUfnC,Ì la AB é parallela 
a Ba PC. Per lo che essendo AB perpendicolare 

al piano LE ; sarà anche FG perpendicolare ad 

un tal piano Ma un piano è perpendicolare 

d un altro allorché ciascuna linea retta, che si 

tua m uno di essi piani perpendicolarmente alla 

comune sezione loro , è anche perpendicolare all" 

altro piano : ed essendosi tirata da F nel « * a \r 

C,U, FG perpendicolare a„a ecnllC 
LE si e dimostrato che questa è anche perpen- 
dicolare al piano EL ; adunque il piano Cj/che 
s. e supposto passare ad arbitrio per h Alì • 
perpendicolare all' altro EL . > 0 

E. quindi se una linea ec. C. B, D 
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PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMI. 

Se due piani che s' intersecano sono perpen- 
dicolari ad un altro piano ; la loro comune sezio- 
ne sarà anche perpendicolare a questo- stesso piano. 

l 7*- Sieno AB , CB due piani , che s’ intersecano r 
ciascun de' quali è perpendicolare al piano AC 
e sia BD la loro intersezione : dico che questa BD 1 
del ha essere anche perpendicolare al piano AC. 

Poiché se non lo è , non potrà nè pure csser- 
perpcncficolare alP una , o all’ altra delle linee ret- 
te DA , DC die sono nel piano CA, c la toc— 

* cano In D * 5 e perciò si potranno da un tal 
punto tirar due lince rette , una DE nel piano- 
BA , la quale sia perpendicolare ad AD , e 1’ al- 
tra DF nel pian» BC , che sia perpendicola- 
re a DC. E poiché nel piano AB, eh’ è pei pendi— 
colare all’ altro ÀC , si è tirata DE peipcndi— 
colare alla AD comune sezione di essi piani ; sarà 

* d.$.X — DE perpendicolare al sottoposto piano AG * : e- 

similmente si dimostra , che anche DF è perpen- 
dicolare allo stesso piano AC. Quindi dal medesimo, 
punto D si sarebbero elevate sul piano AC, e dalla 
stessa parte , due perpendicolari ; il clic non. 

* i3.XI. può essere * . Laonde non si potrà elevare dal pun- 

to D al piano AC altra perpendicolare, oltre la 
DB , eh’ è P intersezione dei piani AB , BC . 

E perciò se due piani <?c. C. B. D. 




5 * 
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PROPOSIZIONE XX. 

tEOAIXA. 

■ ì ' 

Se un angolo solido sia contenuto da tre an- 
goli piani 5 due di essi , comunque presi , sono mag- 
giori del terso . 

L’ angolo solido in À sìa contornilo dai Ice an- jìg. i8^‘ 
go'i piani BAC, CAD, DAB: dico clic due di questi 
angoli , comunque presi , sieno maggiori del terzo. 

Imperocché se i tre angoli BAC , CAD , DAB 
sono uguali, è manifesto che due, comunque pre- 
si , sieno maggiori del terzo . Ma se non è così , 

Te ne sarà uno BAC non minore di ciascu- 
no dei rimanenti ; ma però maggiore di un di 
essi DAB ; e perciò si costituisca alla linea retta 
AB, al punto A in essa, e nel piano dell'angolo BAC 
l’angolo BAE uguale all’ altro BAD ; poi pongasi 
AE uguale ad AD, e tirata per E la BEC , che 
incontri le AB, AC nei punti B, C, si uniscano le 
BD , DC . E poiché DA è uguale ad AE , ed AB 
è comune ; perciò sono le due DA, AB uguali alle 
due EA , AB 5 è pure 1 ’ angolo DAB uguale all' 
angolo EAB : dunque la base Ììl) è uguale alla 
base BE . Laonde essendo le due BD, DC mag- 
giori di BC , c DB uguale a BE ; dovrà la rima- 
nente DC esser maggiore della rimanente CE . 

Or poiché DÀ è uguale ad AE , AC è comune » 
e la base DC è maggiore della base EC ; sarà 
l'angolo DAC «taglio re dell’ h 1 d - o EA<Ì . IS|a jjex* 
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costruzione 1’ angolo DAB è uguale all’ altro BAE; 
quindi gli angoli DAB , DAC , insieme presi, so- 
no maggiori dell 1 angolo BAC: è poi 1’ angolo BAG 
non minore di ciascuno degli altri DAB , DAC ; 
perciò un di questi insieme con BAC dovrà esser 
maggiore del rimanente . 

Per la qnal cosa se un angolo solido ec. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA. 

Tutti gli angoli piani , che comprendono un 
angolo solido , sono minori di quattro retti . 

fg ig. Sia l’angolo solido in A contenuto dagli angoli 
piani BAC , CAD , DAB : dico che questi sieno 
minori di quattro retti . 

Si concepisca un piano incontrare quegli altri pia- 
ni ne 1 quali esistono gli angoli BAC, CAD, DAB, e 
sieno BC, CD, DB le comuni sezioni di quel pia- 
no con questi . E poiché l 1 angolo solido in B è 
compreso da tre angoli piani ABD , ABC , CBD ; 
dovranno due qualunque di questi ABD , ABC 
esser maggiori d<*l terzo CBD : così anche si dimo- 
stra , che i due angoli ACD ACB sono mag- 
giori dell' angolo DCB ; e che i due ADB , ADC 
sono maggiori di BDC ; dunque i sei angoli 
ABD , ABC , ACB , ACD , ADC , ADB , in- 
sieme presi , sono maggiori dei tre angoli del 
triangolo BDC , cioè di due retti . Or questi 
sci angoli insieme co 1 tre altri , che comprendono 
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1* angolo solido in A compongono gli angoli de’ w 

Ire triangoli BAD , DAC , CAB , e fan perciò sei 
retti ; e sono que’ sei angoli maggiori di due ret- 
ti , come si è dimostrato : dovranno dunque quel- 
li che comprendono l’ angolo solido in A esser 
minori di quattro retti . Similmente si dimostre- 
rebbe , che sieno minori di quattro retti gli an- 
goli piani, che comprendono un angolo solido , se 
essi sieno quattro , o più . 

Dunque in generale tulli gli angoli piani ec.. 

C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXII, 

LEMMA. 

Dal centro di un cerchio sieno tirati quattro 
roggi ., che comprendano tre angoli capaci a costi- 
tuire un angolo solido , de' quali il primo , ed il 
terzo sieno acuti ; e poi pe' termini dei raggi estre- 
mi si conducano al cerchio le tangenti , che in- 
contrino i raggi mcdj prolungati : si potrà costitui- 
re un triangolo dalla congiungente questi punti 
d' incontro , e da quelle tangenti . 

Dal centro A del cerchio BEG sieno tirati jjg, 
quattro raggi AB , AF , AG , AE , che compren- 
dano i tre angoli BAF , FAG , GAE capaci a co- 
stituire un angolo solido , dei quali il primo , ed 
il terzo sieno acuti ; e poi dai punti B , E si ti- 
rino al cerchio le tangenji BC , ED , e congiun- 
gasi la CD : dico che dalle Ire lince rette BC , 

... - y *.'■ 
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CD , DE se ne potrà costituire un triangolo . 

Si supponga esser 1’ angolo BAC quello dei* 
due acuti , che non è minore dell’ altro DAE , 
e dal punto C si tiri al cerchio BEG l’ altra 
tangente Cb , e si congiunga la /<A -, sarà Cb u- 
guale a CB , e 1’ angolo C Ab uguale all’ altro 
I\ .CAB * : si unisca Dò . E perchè due dei tre an- 
goli proposti sono maggiori del terzo ; dovrà l’an- 
golo D Ab , eh’ è la differenza dei due DAC, C Ai, 
cioè DAC , CAB, esser minore dell' altro DAE ; 
per lo clic i due triangoli DAE , DAi avendo il 
lato DA comune , gli altri lati AE , Ab uguali , e 
1’ angolo DAE maggiore dell'altro D Ai; avranno la 
Base DE maggiore della base Di. E perciò essendo 
DC e Di maggiori di Ci , o di CB , saranno an- 
che DC e DE maggiori di CB: e similmente dall’ 
essere Ci e Di, o pure CB e Di, maggiori di DC , 
se ne rileva, che CB e DE delibano anche esser 
maggiori di t CD . Finalmente se 1’ angolo BAC è 
uguale all’ altro E AD , è chiaro che BC sarà ugnale 
ad ED ; c perciò che DE sia minore di BC, CD, 
prese insieme . Che se poi tali angoli sì suppongano 
disuguali, e BAC il maggiore: si costituisca al pun- 
to A della linea retta AB 1’ angolo BAe uguale 
all’ altro EAD; è chiaro che la DE , al pari del- 
la sua uguale Be , debba esser minore della BC ; 
« quindi anche minore delle BC , CD , insieme 
prese . Adunque dalle tre linee rette BC, CD, DE 
se ne potrà costituire un triangolo . 

E perciò dal centro di un cerchio ec. C. B. D. 



Costituire un angolo solido con tre angoli pia- 
ni minori di quattro retti , e tali che due , comun- 
que pr. si , sieno maggiori del terzo . 

Sieri dati i tre angoli piani IIKL , O , PRS 

. . ^ li" ai. 

lumen di quattro retti, e tali che due, comunque J ° ' 

presi, sieno maggiori del terzo: bisogna costituire 

con essi un angolo solido . 

Caso i. Se almen due degli angoli dati HKL , W- t 
PRS sono retti ; allora dal vertice dell’ angolo * 1 

CAB uguale al terzo angolo Q, si elevi la perpendi- 
colare AU al piano di esso angolo CAB * , e sarà * 13. XI. 
chiaro clic questa, e le due AB, AC costituiran- 
no al punto A un angolo solido contenuto da tre 
angoli piani rispettivamente uguali ai tre dati HKL, 

Q , e PRS . 

Caso 2. Clic se due di essi angoli HKL, PRS sieno g, r 20 
acuti, e 1’ altro comunque: allora preso in un piano 
un punto A , si tirino da questo nel piano stesso !e 
quattro lince rette AB, AC, AD, AH , che com- 
prendano gli angoli BAC , CAD , DAE uguali ri- 
spettivamente ai tre dati HKL , Q , e PRS , ed in 
modo, che il primo BAC, e l’ultimo DAE sieno gli ^ ) 
acuti ; e poi desci'itto col centro A intervallo qua- 
lunque AB il cerchio BEG , si l’accia la stessa co- 
struzione del Lemma precedente: si potrà costi- 
tuire un triangolo dalle tre linee rette BC , CD, 

? t 
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e Jìg. 2 1 , DE ; sia questo il triangolo bed , ed innalzata sul 
ii. 2. ]>iano di esso , dal vertice del suo angolo compre- 
so dalle bc , bd , uguali rispettivamente alle BC , 
Dii , la perpendicolare ba uguale alla BA , o alla 
AE , si congiungano le ac, ad ; sarà l’angolo so- 
lido in a , eh’ è compreso dagli angoli piani cab , 
bad , dac quello che si cerca . 

Imperocché i due triangoli rettangoli CBA , cbn 
avendo rispettivamente uguali i lati intorno agli 
angoli retti CBA, eba, dovranno avere anche uguali 
le ipotcnuse CA , ca, e dovrà di più essere l’an- 
golo cab uguale all’ altro CAB , cioè ad HKL. Si- 
milmente si dimostrerà esser DA uguale a da , e 
1 ’ angolo dab uguale a DAE , cioè a PUS. Laonde 
i due triangoli CAD , cad avendo i lati rispetti- 
/ vamente uguali, dovranno avere anche l’angolo cad 

uguale all’ altro CAD , cioè a Q : e perciò i tre 
angoli bue . bad , cad , che comprendono 1 ’ angolo 
solido in a pareggiano rispettivamente i tre dati . 


Caso 3. Sieno ora ottusi due degli angoli dati 


ZK.H , sRP . Si prolunghino i lati ZK , sR degli 
angoli ZKH , sRP in L , ed S , e poi cogli angoli 
HKL, PRS , che sono acuti, e col terzo angolo 
Q si costituisca , come nel caso precedente , l’an- 
golo solido in a . Indi il lato ba di quest’ angolo 
solido , eh’ è adjaccnle ai due angoli òac, bad , che 
sono uguali ad URL , PRS , si prolunghi al di 
sopra del vertice a in Zi ; sarà l’angolo solido cer- 
cato quello, che si costituisce al punto a dagli an- 
goli cad , cah , dah . 

Poiché si vede chiaramente , ohe essendo i due 
angoli bac , cah uguali a due retti , saranno essi 
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uguali ai due LKH , IIKZ j e clic perciò 
gli uguali bac, IIKL debba il rimanente angolo UKi 
pareggiare il rimanente liac : e similmente si dimo- 
stra , che dall sia quanto 1’ altro PRs . Ma è poi 
cail uguale al terzo angolo dato Q : dunque 1’ an- 
golo solido costituito in a dai tre angoli piani 'cali, 
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toltine 


dati , cad sarà quello , cbe si cerca . 


1' al- 


Caso /f* Finalmente sia 1’ angolo Q acuto 
tro HKL retto, ed il terzo PRs ottuso. Si pro- 
lunghi similmente la sR in S ; c poi si costituisca 
P angolo solido in a contenuto dai tre angoli 
piani cab uguale ad IIKL , cad uguale a Q , e dab 
uguale a PRS * ; e si prolunghi il lato ad adja- * 
cenle ai due angpli cab , dab in h j sarà 1’ angolo 
solido in a , compreso dai tre angoli piani cali , 
cad , dah , quello cbe si cerca . Imperocché es- 
sendo 1’ angolo cab retto , sarà il suo conseguen- 
te cali anche retto ; e perciò uguale all’ angolo 
HKL : ed essendo i due angoli dab , dah ugua- 
li a due retti , e. quindi uguali ai due sRP , PRS j 
toltine gli angoli, uguali dab , PRS, resterà 1’ an- 
golo clah uguale all’ altro PRs . È poi P angolo 
cad uguale all’ angolo Q \ quindi il sopraindicato 
angolo solido in a sarà il cercalo . 

Laonde si è costituito un angolo solido ec.C.B.D. 


cas. i 


m 


PROPOSIZIONE A. 


TEOREMA. 


Se ai vertici di due angoli piani uguali si adat- 
tino in sublime due lince rette , le quali compren- 




dano angoli uguali coi lati degli angoli proposti T 
ciascuno a ciascuno : gli angoli solidi , che si ver- 
ranno in tal moilo a costituire in quei punti , sa- 
ranno uguali . 

fig. 22 , Sicno i due angoli piani ugnali BAC, EDF, ed ai 
])unti A , D si adattino in sublime le linee rette 
AG , DP , le quali comprendano angoli uguali , 
ciascuno a ciascuno , coi lati degli angoli propo- 
sti , cioè sia 1' angolo GAB uguale a PDE , e 
1’ angolo GAC a PDF : dico che gli angoli solidi, 
cbe si verranno in tal modo a costituire nei pun- 
ti A , D sieno uguali . 

Si prendano le AH , e DM uguali , e dai punti 
H , M si abbassino le HK , MN rispettivamente 
. perpendicolari ai piani BAC , EDF : poi si tirino 
da questi punti K, ed N alle linee rette AB, AC, 
DE , DF le perpendicolari KB, KC, NE, NF ; e 
finalmente si uniscano le HB , BC , ME , EF. E 
poiché HK è perpendicolare al piano BAC ; sarà 
. ' anche il piano HBK, cbe passa per la HK, perpen- 
* i8.Xl. ( ^ C0 ^ are a ^° stesso piano BAC*: ma in questo piano 
BAC si è tirata la AB perpendicolare alla comune 
sezione BK dei piani BAC , BHK ; perciò AB è 

* p.4.XI perpendicolare al piano HBK * , e quindi alla 

* «1.3. XI BH, che giace in questo piano * . Adunque 1’ an- 

' golo ABH è retto : e similmente si dimostra, che 
sia retto l 1 angolo DEM . Laonde i due triango- 
li HAB^ MDE avendo uguali gli angoli ABH , 
DEM , perchè retti •, gli altri loro angoli HAB , 
. MDE essendo pure uguali per supposizione , e 

pareggiandosi anche i loro lati All , DM j do-. 
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Tra essere AB uguale DE . E slmilmente , se 
congiungansi le HC , MF , si dimostrerà che AC 
sla uguale a DF . Or essendo AB uguale a DE , 
ed AC a DF -, saranno le due BA , AC uguali al- 
le due DE, DF, ciascuna a ciascuna; di più que- 
ste linee rette uguali comprendono gli angoli u- 
guali BAC , EDF ; sarà perciò BC uguale ad Er , 
e r angolo ABC uguale all’ angolo DEF . Ma era 
l’angolo retto ABK uguale all’ angolo retto DEA; 
quindi il rimanente angolo CBK saia uguale al 
rimanente FEN : e così pure si dimostra , che l an- 
golo BCK sia uguale ali’ altro EFN . Per lo che i 
due triangoli BCK , EFN avendo due angoli vi- 
gnali a due angoli , ciascuno a ciascuno ed il lato 

BC uguale all’ altro EF ; avranno anche il lato Bh 
uguale al lato EN : è poi AB uguale a DE ; perciò 
le due AB , BK sono uguali alle altre duo DE, 
EN, e comprendono angoli retti; dunque i h. 
sarà uguale a DN . Ciò posto il quadrato di All 
è uguale ai quadrati di AK , Kli , perchè 1 ango- 
lo AKH è retto ; c similmente il quadralo di 
DM pareggia quelli di DN , NM : sono goi u- 
guali non solamente i quadrati di All , c di 1)M , 
Dia anche gli altri di AK , e di DN ; dunque do- 
vrà il quadrato di IIK pareggiar quello di MA * 
e perciò HK csseite uguale ad MN . 

Orse si concepisca applicarsi l’angolo solido 
in A all’ altro in B in modo , che 1’ angolo BAC 
combaci col suo uguale EDF , cadranno » p»nt» 
B , C , ne punti E , F ; e quindi 1’ angolo Abh 
conihacerà coll’angolo DEN , perchè 1’ uno, e l’altro 
è retto -, e 1’ angolo ACK coll’ angolo DFN , per la 
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stessa ragione: e perciò il punto K cadrà in N, c le 
KH, NM, come perpendicolari ai piani BAC, EDF, 
clic coincidono, dovranno pur cadere l’una nell’al- 
tra , e quindi essendo esse uguali , cadrà il punto 
H nel punto M , c la HA combacerà colla MD . 
Adunque i due angoli solidi in A, cd in D coni- 
Laccranno anch’ essi , e perciò saranno uguali . 

Con. Da ciò si rileva, che se gli angoli solidi in 
A, cd in D sieno contenuti ciascuno da tre angoli 
piani, i quali sieno rispettivamente uguali, e simil- 
mente posti , cioè l’angolo BAC uguale all’ angolo 
EDF , 1’ angolo BAG uguale all’ angolo EDP , e 
l'angolo GAC all’angolo PDF; e che in due loro lati 
corrispondenti AG , DP si prendano le parti ugnali 
AH, DM, donde si abbassino ai piani in cui esistono 
gli angoli opposti ad essi lati, le perpendicolari HK, 
MN •, queste saranno uguali ; e se congiungansi le 
AK, DN V angolo HAK p a reggerà l'angolo MDN. 


PROPOSIZIONE B, 


TEOREMA. 


Le figure solide contenute dallo stesso numero 
di piani simili , uguali , e similmente posti , e delle 
quali ciascun angolo solido non < sia compreso da 
più di tre angoli piani , sono uguali, e simili tra' loro. 


Sieno le figure solide AG , KQ contenute dal- 
lo stesso numero di piani simili , uguali , e simil- 
mente posti ; cioè sia il piano AC uguale e si- 
mile al piano I\M , il piano AF a KP , BG ad 
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IQ, GDa QN, DE ad NO, « finalmente IH 
a PR ; e die di più ciascun loro angolo solido 
non costi di j)iù di tre angoli piani : dico che la 
figura solida AG sia uguale, e simile all’ altra KQ, 
Poiché ai vertici A, e K degli angoli piani uguali 
BAE , LKO si sono adattate in sublime le linee 
rette AD, KN, le quali comprendono co’ lati de- 
gli angoli proposti uguali angoli , ciascuno a cia- 
scuno , cioè l'angolo E AD all’ angolo OKN , e 
1’ altro DAB uguale ad NKL ; sarà 1’ angolo soli- 
do in A uguale a quello in lv * : e similmente si 
dimostreranno uguali tra loro i rimanenti angoli 
solidi delle figure proposte . Adunque se la figu- 
ra solida AG si applichi alla figura solida KQ , 
in modo, che la linea retta AB combaci colla KLj 
dovrà la figura piana AC combaciare coll’altra KM, 
che gli è uguale, e simile: c perciò le linee rette AD, 
DC , CB combaccranno colle KN, KM, ML; i punti 
A , D , C , B cadranno ne’ punti K , N , M , L; 
e 1’ angolo solido in A combaccrà coll’ angolo so- 
lido in K. Laonde il piano AF coinbacerà col pia- 
no KP , e la figura AF colla figura KP , per es- 
ser queste uguali, e simili tra di loro . Quindi le 
linee rette AE , EF, FB combaceranuo colle KO, 
OP, PL ; ed i punti E ed F cadranno in O, c P: 
e similmente si dimostrerà , clic la figura AH com- 
baci colla KB : la linea retta DII colla NR: e ebe 
il punto H cada in R. Or poiché 1’ angolo solido 
in B è uguale a quello in L , si potrà dimostrare 
nel modo stesso di poc’anzi, clic la figura BG com- 
baci colla LQ; la linea retta CG Colla MQ; c ebe 
il punto G cada in Q . Adunque lutti i piani , 
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' " "tutti i lati della figura solida AG combaciano coi- 
piani , e coi lati dell’ altra figura solida KQ *, e 
perciò la figura* solida AG sarà uguale , e simile all* 
altra KQ. 

Quindi se due figure solide ec. C. B. D. 
PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA. 

Se un solido sia contenuto da piani paralleli , 
gli opposti tra questi saranno parallelogrammi u- 
guali , c simili . 

- v Il solido BGEC sia contenuto dai piani paral- 

‘‘ lei; AC, GF; BG, CE; BF , AE : dico che 
i suoi piani opposti sieno parallelogrammi uguali , 
e simili . 

Poiché i due piani paralleli BG , CE seno se- 
gali dal piano AC ; saranno anche parallele le lo- 
♦ g io comuni sezioni AB , CD * . Similmente essendo 
paralleli i piani BF , AE , le intersezioni loro 
BC , AD col piano AC dovran pure essere paral- 
r " Iole ; quindi la figura quadrilatera ABCD è un pa- 
rallelogrammo. E nel modo stesso si dimostrerà, eli’ 
è un parallelogrammo ciascuna delle altre figure AH, 
HE, EC , DG, CH . Ciò posto si congiungano le 
AH , DF : è poiché AB è parallela a DC , e BH a 
CF; i due angoli ABH , DCF avendo paralleli i lo- 
„ - ro lati , dovranno essere uguali * ; e quindi i due 

1 * triangoli ABIl , DCF avendo i lati intorno agli 
angoli uguali in B, ed in C rispettivamente ugua- 
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li } avranno la base AH uguale alla base DF , e 
sarà pure il triangolo ABII uguale al triangolo 
DCF . Quindi il doppio del primo triangolo, cioè 
il parallelogrammo A BUG , sarà uguale e simile 
all’ altro parallelogrammo DCFE , eh’ è doppio 
dell’ altro triangolo . Similmente si -dimostrerà 
che il parallelogrammo DB sia uguale e simile all' 
altro EH , e che CH lo sia a DG . 

Dunque se nn solido ec. G. B. D. 

PROPOSIZIONE XXV* 

, . ' _ ' * j ' . . . . f ( 

ÌKOREM À. 


Se un solilo parallelepipedo si seghi con un 
piano parallelo «’ piani opposti ; sarà come la base 
sulla base , così il solido al solido . 

N. B. Euclide chiama specialmente parallelepi- 
pedo quel solido eh’ è terminalo da sei piani , gli 
bpposli de’ quali sono paralleli, e che perciò so- 
no parallelogrammi * . * 2 

Sia il solido parallelepipedo ABDC segato dal 
piano FG parallelo ai piani opposti AR , HD : 
dico che stia la base AF alla base FH , come il 
solido ABEF al solido EGDC . 

Imperocché si prolunghi AH dall’ una parte o 
dall’ altra , e si pongano uguali alla EH quante si 
vogliano HAI, MN; uguali poi alla EA quante altre 
si vogliano AK , KL , e si compiscano, i paralle- 
logrammi LO , KY , HQ , MS , ed i solidi LP , 
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' K.R -, HV , MT » E poiché le linee rette LK § 

K.A , AE sono uguali tra di loro , i parallelo*,- 
grammi LO , KY , AF saranno anche tra di loro 
uguali . Similmente sono Ira loro uguali i paralle* 
logrammi KX , KB , AG -, conio pure tra loro 
* 24 .XI.UfP 1 *'* sono gli altri parallelogrammi LZ , KP \ 
AR, che sono opposti *. E similmente si dimostra 
che non solo sieno tra loro uguali i parallelo— 
grammi EC , HQ, MS 5 ma che lo sien pure tra 
loro gli altri parallelogrammi HG , HI , IN ^ e 
lilialmente che anche i parallelogrammi HD, MV , 
NT sieno tra loro uguali -, Dunque tre piani del 
solido LP sono uguali e simili a tre piani del solido 
XR,ed a tre piani del solido A V ciascuno a ciascuno* 
Ma i rimanenti tre clic sono opposti a questi, sono 
uguali c simili rispettivamente ad essi ; c quindi tra. 
loro : e ciascun angolo solido di tali figure solide è 
contenuto da tre angoli piani. Dunque i tre sòlidi 
* B.XL LP , Kft , AU saranno tra di loro uguali * . Per 
la stéssa ragione anche i tre solidi ED, IIV, MT* 
sono uguali tra loro: e perciò quanto è multiplìc«£ 
la Lase LF della hastf AF , laul" è mulliplice i|. 
solido LU del solido AU . Cosi anche si dimostra 
. ctye qu a ut 1 è multiplice la Lase NF della base HF: 
altrettanto il solido NU 1’ è del solido ED. Or se 
_ la Lase -LF è uguale alla Laso NF , il solido LU 
*B. XI, è uguale al solido NU *; se la base LF supera l’al». 

tra NF, il solido LU supererà il solido NUjese mi- 
nore, minore. Laonde avendo quattro grandezze 
cioè le due basi AF, FH, ed i due solidi AU, EDj. 
ed essendosi presi della base AF e del solido AU 
qualunque ugualmente multiplici , cioè la l\as« 
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X/F ,ed il solido LU ; come anche della Lase FH 

e del solido ED essendosene presi altri ugualmen- 
te multiplici qualunque i cioè la base FN , ed il 
solido NU*. si, è dimostrato che se la base LF su- 
pera la basò FN , anche il solido LU superi 1* 
altro NU ; se uguale , uguale ; e se minore , mino- 
re : perciò come la base AF alla base FH cosi 
sta il solido AU al solido ED . 

Per la (piai cosa so un solido ctc. C. B.’ D. 

PROPOSIZI ON E XXVI. 

' T \ '* f • * • - 

\ l P R O B I. E M 4- 

\Ad una data linea retta , e ad un punto dato 
in essa costituire un angolo solido uguale ad un 
angolo solido dato il qual sia contenuto da tre 
angoli piani . ’ 

- i ■ ■■ _ ’ ■ 

Sia data la linea retta AB , ed ia essa il punto Jig, a(Jt 
A , e sia anche dato 1’ angolo solido in a il qua- 
le è contenuto da’tre angoli piani bac , bad , dac ; 
fa d'uopo costituire alla data linea retta BA , e 
nel punto A dato in essa un angolo solido uguale, 
al dato in a. <•, - _ • - 

Si preuda in uno de’ lati ad del dato angolo 
solido in a un punto d , dal quale si abbassi la 
perpendicolare de sul piano dell’ angolo bac , elio 
tra quelli che Comprendono 1' angolo solido dato 
è 1’ opposto alla ad ; e poi per lo punto dell’ in- 
contro e si tiri comunque nel piano dell' angolo 
bac la linea retta beo che incollili i lati ab, ac di 
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“ un t'al angolo ire’ punti b , c Ciò posto ai- coi» 

stituisa al punto -dato A nella linea rètta Alì E 
angolo BAC Ugnale al “dato bac , si taglino he 1 
BA , ÀC rispettivaménte uguali alle ba -, ac , « M 
COrtgiufiga BC . E perché i due triangoli BAC , 
bac hanno i lati B A, AG uguali ai lati ba, nc, cia- 
scuno a ciascuno , e I' angolo BAC è pure uguale 
all’ altro bac ; dovrà essere la base BC uguale alla 
base bc , 1’ angolo ABC tignale all’ angolo abè , e 
1’ angolo ACB all’ altro acb. Ciò posto si tagli dal- 
la BC la BE uguale alla be ; ed elevala dal punto 
E la ED perpendicolare al piano ABC ed uguale 
ad ed, si conginnga AD: dico che 1’ angolo soli- ■ 
do che si costituisce in A dai tre angoli piani 
BAC , BAD , DAC sia il cercato » 

Si uniscano le AE , BD ; (te , bd . E poiché i 
' triangoli ABE , abe hanno il lato AB uguale al la- 
to ab , il lato BE. uguale a be , e gli angoli ABE, 
abe compresi da questi Iati uguali sono anche ugualij 
•dovranno avere uguali le loro basi AE , ae : e 

quindi ne’ triangoli AED > aed rettangoli in E * 
e , essendo rispettivamente uguali i lati intorno 
agli angoli retti in È ed e , saranno pure uguali 
le loro basi AD , ad . E così pure essendo i 
lati BE , ED intorno all’ angolo retto del triàn- 
golo BED uguali rispettivamente ai lati be, ed in- 
torno all’ angolo retto dell’ altro triangolo bed sa*, 
iranno uguali le loro basi BD , bd . Laonde i duer 
triangoli BAD , bad arendo i lati BA , AD ti- 
gnali a’ lati ba, ad, ciascuno a ciascuno, e la base 
BD uguale alla bd ; avranno anche 1’ angolo BAU- 
uguale all’ altro bad . E uel modo stesso si di-. 
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mostrerà 1’ angolo DAC ugnale all’ altro dac . " < 

Quindi essendosi a’ vertici A , a de’ due angoli 
piani BÀC, bac adattate in suLlime le lince rette, 

AD, ad che comprendono angoli uguali co’ lati BA, 

AC, ba t ac di essi angoli BAC, bac, cioè BAD a 
bad , e DAC, a dac ;'gh angoli solidi cBe si sono in 
tal modo, costituiti ne’ punti À , a saranno uguali., 

E perciò ad una data «linea retta , ec. C. B. F, 

PROPOSIZIONE XXVII, / 

■ì s' " v! . ' *• i ' \ . 

- ' 3PKQBLE M A* 

‘ - / V ' 

* Descrivere un parallelepipedo simile e sirn ti- 
nnente posto ad un altro dato , e che abbia per uno 
de ’ suoi lati una data linea retta s . ' < 

• fc C» ■ • . t * . ' . ■ * 

. t'n . , ’ / . 

Sia data la linea retta AB , ed il parallclepi- fig • 

■pedo CD: fa d uopo descrivere un parallelepipe- 
do. simile e similmente posto al dato CD , e ' 
che abbia per uno de’ suoi iati la linea retta AB. 

Si costituisca alla linea retta AB e nel punto A • 

'dato in essa un angolo solido uguale all’altro in 
C del parallelepipedo CD , e tale che sia 1’ an- 
golo KAB uguale a GCE, l’altro IIBK ad FC£r, 
ed il rimanente HAB ad FCE. Di poi si faccia come 
CE a CG , così BA ad AK ,e come GC a CF, 
così KA ad AH : finalmente si compisca il parai* 
lelogrammo BK , ed il solido AL ; sarà questo il 
parallelepipedo cercato. . 

E poiché EC sta a CG , come BA ad 
AK ) perciò i due parallelogrammi EG , .BK 
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un tal angolo Tre’ punti ò , c . Ciò posto si co-» 

stituisa al punto «lato A nella linea retta AB 1* 
angolo BAC ugnale al "dato bac , si taglino lo 
BA , ÀC rispettivaménte uguali alle ha , ac : , e si 
con gì unga BC . K perché i due tn'angoli BAC , 
bac hanno i lati BA, AC uguali ai lati ba, nc, cia- 
scuno a ciascuno , e 1’ angolo BAC è pure uguale 
all’ altro bac ; dovrà essere la hase BC uguale alla 
hase bc , 1’ angolo ABC uguale all’' angolo ahè , e 
I' angolo ACB all' altro acb. Ciò posto si tagli dal- 
la BG la BE uguale alla ì>e ; ed elevata dal punto 
E la ED perpendicolare al piano ABC ed uguale 
ad ed , si congiunga AD; dico che 1' angolo soli- 
do che si costituisce in A dai tre angoli piani 
BAC, BAD , DAC sia il cercalo » 

Si uniscano le AE , BD ; de , bd . E poiché i 
" triangoli ABE , abe hanno il lato AB uguale al la- 
to ab , il Iato BE, uguale a be , e gli angoli ABE, 
abe compresi da questi lati uguali sono anche uguali; 
dovranno avere uguali le loro basi AE , ae : c 

quindi ne’ triangoli AED > aed rettangoli in E » 
'• e essendo rispettivamente uguali i lati intorno 
agli angoli retti in E ed e , saranno pure uguali 
le loro tasi AD , ad . E così pure essendo i 
lati BE , ED intorno all’ angolo retto del trian- 
golo BED uguali rispettivamente ai lati be, ed in- 
torno all’ angolo retto dell’ altro triangolo bed sa*, 
ranno uguali le loro basi BD , bd . Laonde i due 
triangoli BAD , bad avendo i lati BA , AD u<- 
guali a’ lati ba, ad, ciascuno a ciascuno, e la basa 
BD uguale alla bd ; avranno anche 1’ angolo BAD 
uguale all’ altro bad . E nel modo stesso si di- 
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mostrerà l’angolo DAC uguale all’ altro due . 

Quindi essendosi a’ vertici A , a de’ due angoli 
piani BAC, bac adattale in suLlime le linee rette, 

AD-, ad che comprendono angoli uguali co’ lati BA, 

AC, ba y ac di essi angoli BAC, bac, cioè BAD « 
bad, e DAC a dac ;'gti angoli solidi che si sono in 
tal modo costituiti ne’ punti A , a saranno uguali., 

E perciò ad una dataolinea retta , ec. C. B. F, 

PROPOSIZIONE xxyil 

* » ■ r .* 

•j % > • . • . *. r - . ' < ; \ 

r .* P H Q B L E Mi« 

" . • • * - / v • w 

_ • •» ** 

* Descrivere un parallelepipedo simile e s indi- 
ziente posto ad un altro dato , e che abbia per uno 
de' suoi lati una data linea retta*. s . « 

Sia data la linea retta AB , ed il parallelepi- fig « *7 J 
"pedo CD: la d‘ uopo descrivere un parallelepipe- 
do- simile e similmente posto al dato CD , e ’ 
che abbia per uno de’ suói lati la linea retta AB. 

Si costituisca alla linea retta AB e nel punto A 
• dato in essa un angolo solido uguale all’ altro in 
C del parallelepipedo CD , e tale che sia 1’ an- 
golo KAB uguale a GCE , 1’ altro 11BK ad FCGr, 1 
cd il rimanente HAB ad FCE. Di poi si faccia come 
CE a CG , così BA ad AK , e come GC a CF , 
così KA ad AH : finalmente si compisca il parai-* 
lelogrammo BK , ed il solido AL j sarà questo il 
parallelepipedo cercato . 

E poiché EC sta a CG , come BA ad 
AK ) perciò i due parallelogrammi EG , BK 
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avendo proporzionali i lati intorno agli angoli *r* 
gnali ECG , BAR saranno simili *: c per la stès- 
sa ragione è anche il parallelogrammo KH simi- 
le all'altro GF, ed il parallelogrammo IIB simile ad 
. FE . Quindi tre parallelogrammi del solido AL 

sono rispettivamente simili a tre altri parallela 
grammi del solido CD . Ma sono poi questi tre 
piani in*. ciascun parallelepipedo uguali e simili agli 
opposti : e di più gli angoli piani, da’ quali 
comprendoni gli angoli solidi di tali parallelepi- 
pedi sono tra loro uguali e similmente disposti ; 
* A. XI. c ^ e perciò essi angoli solidi Sono rispettivamente Ù-* 
*d.n,XI.guali*. Laonde il solido ALsarà simile all’altro CD*. 

E quindi alla data linea retta AB ec. C. B. D. 

PRO POSIZIONÒ XXVIII. 

: V ; •. •. ‘ T* OlEXA. 

Per le diagonali corrispondenti di due piani 
opposti di un parallelepipedo vi passa un piano , a- 
questo- divide un tal solido per metà. 

fg. t.\. Sia il parallelepipedo AF , e sieno AH, DF le 
diagonali dei piani opposti BG, CE , le quali sot- 
tendono gli uguali angoli di questi parallelogram- 
mi : dico che per esse AH, DF vi passa un piano, e 
che questo divide il parallelepipedo AB per metà. 

Poiché BC è parallela ed uguale sì a DA che 
,'ad FH , sarà DA uguale e parallela ad FH ; sono 
poi esse, congiunte ne’ loro estremi dalle AH, DF; 
quindi queste co n giungenti .saranno ancora uguali 
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e parallele ; perciò esse consisteranno in un pia- — 
*o , e la figura DAIIF sarà un parallelogrammo. 

Ma è poi il pai’allelograromo DB simile ed ugnale 
all' altro. EH > come pure il parallelogrammo CI{ 
a, DG , ed il triangolo ABH al triangolo AGH , 
e 1’ altro DGF a DEF . Duncjue i due prismi 
ABHFCD , AGÉFED ne’quali. resta diviso il pa- 
rallelepipedo DH dal piano DAHF essendo ter— 
minati da piani uguali in numero , ed uguali e si- 
mili tra loro , e di più avendo ciascun angolo 
solido contenuto da tre angoli piani solamente , 
saranno uguali e sìmili tra loro * . * 

Laonde per le diagonali' ec. C. B. D. 

' v - ], , 

PROPOSIZIONE XX.IS, 

. • ' ’ ■ , . ’ . . . ì 

. TEOREMA ». 


I parallelepipedi i quali hanno la medesima, 
'base e V altezza stessa , ed i di cui lati insistenti 
alla base vanno a costituirsi nelle stesse lìnee ret- 
te , sono uguali tra loro . 

• * * j\ • \ # ’ • • «* ...... 

Nella stessa Base AB vi sieno i parallepìpcdi fig. 
Ugualmente alti AH, AK, i di cui lati AF, AG, 
LM, LN; CD, CE, BII, BK che insistono alla 
Base comune vadano a costituirsi nelle stesse li- 
nee rette FN , DK : dico che il solido AH sia u- 
guale all’ altro AK . 

Imperocché essendo un parallelogrammo sì CH 
, cl,e OR, sarà CB uguale sì a DH che ad EK : adun- 
que DH, è ugual# ad E Kj e quindi dovrà esser puro 


28. 
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“ DEugualcadIIK.l J erIoche il triangolo CDEèuguale 
al triangolo BHK. Ma è poi ii parallelogrammo DG * 
uguale al parallelogrammo HIV; e perla stessa ragione- 
di poc’anzi il triangolo Al'G è uguale al Irian-, • 
golo LMN 5 ed è il parallelogrammo CF uguale ai 
parallelogrammo BJV1 , ed il parallelogrammo CG 
all’ altro BN $ poiché sono opposti. Dunque ii 
prisma contenuto dai due triangoli AFG , CDE , 
e dai tre parallelogrammi AD , DG , GC é uguale ' 
al prisma che si contiene dai due triangoli LMN,. 
BilK , e dai tre parallelogrammi BM, MK , KL. 
Laonde togliendo dal solido ALBCDFNK il pris- 
ma LMNBHK. , e poi dallo stesso solido tol- 
tone un’ altra volta 1’ altro prisma AFGCDE ; 
sarà il rimanente solido , cioè il parallelepipedo 
All uguale all’ altro rimanente solido, cioè al pa- 
rallelepipedo AK . , 

Adunque i parallelepipedi cc. C. B. D. • • 


PROPOSIZIONE XXX. 




TEOIEUA. 




• . I parallcUepipedi ohe hanno la base stessa e la : 

* • • medesima altezza , sebbene i Lati insistenti alla ba- 

se non vadano a costituirsi nelle sti'ssc linee rette , 
\ ' sono pure uguali tra loro . 

. . * * -♦ t 

fig- a 9* Sieno nella stessa base AB i parallelepipedi u- 
' gualmente alti BF , AK, ed i loro lati AF, AG, 
LM , LN , CD , CE , BH , BK non si vadano a 
costituire nelle stesse linee rette: dico che anche il 
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Solido AH sìa uguale all’ allro .AK . 

Si prolunghino le FD , MII , e le NG , KE 
finché convengano ne’ punti O, P , Q , R^ e^si 
• Uniscano le AO, LP, BQ, CR. E poiché il pia- 
no LBHM è parallelo all’ opposto ACDF ; e che 
il piano LBHM è quello in cui esistono le paral- 
lele LB, MHPQ, e quindi la figura BLPQ : e 1’ al- 
tro piano ACDF è quello nel quale si trovano le 
- parallele AC , FDOR , e quindi anche la figura 
CAOR ; saranno perciò le figure BLPQ , CAOR 
in piani paralleli tra loro. E nel modo stesso, es- 
sendo il. piano ALKG parallèlo al piano opposto 
CBKE; ed il piano ALNG quello in cui esistono le 
parallele AL, OPGN , e quindi la figura ALPO; 
il piano poi CBKE quell’ altro nel quale sono le 
parallele CB , RQEK, e quindi la figura CBQR -, 

•anche le figure ALPO, CBQR saranno in piani tra 
loro paralleli . Ma sono anche paralleli tra loro 
i piani ACBL , QRQP ; per conseguenza il solido 
AQ è un parallelepipedo . Ma il parallelepipedo AH 
è uguale al parallelepipedo AQ ; poiché sono sopra 
la stessa base , ugualmente alti, ed hanno le linee 

rette AF , AO , CD , CR ; LM , LP , BH , BQ 

insistenti alla base che vanno a costituirsi . nelle 
stesse linee rette FR , MQ : ed é poi lo stèsso 
Solido AQ uguale all’ altro AK; perchè aneli' essi 
hanno la medesima base ACBL, , sono, ugualmen- 
1 te alti , e le linee rette AO , AG , LP , LN ; 

£R„ CE , BL , BQ clic insistono alla base van- 
no a costituirsi nelle stesse linee rette ON , RK. 

1^ ncjii e il parallelepipedo AH «ara uguale all’al- 
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. • Laonde- i parallelepipedi ec. C. B. D. 

Cor. Quindi se nel parallelepipedo AH i lati 
FA , DC , HB , ML insistenti alla base AB sieno. 
a questa inclinali : dai punti A , C , B, L si ele- 
vino ad essa le perpendicolari AO, CR, BQ, LP , . . 
le quali incontrino- in piano FII opposto ad ess»,j| v - 
base AB ne’ punti O, R, Q, P , e si uniscano le- • 
OR, RQ, QP, PO . E poiché le AO , LP soim> 4 
perpendicolari allo stesso piano ACBL, sono an-f , 
* 6. XI. che parallele * : ma è pure AC parallela ad L13 ; 

quindi il piano CAON , che passa per le AC , 
AO sarà parallelo all’ altro piano BLPQ che 
passa per le LB, LN . Similmente si dimostra es- 
sere il piano CQ parallelo all’altro AP •, ed i pia-1? 
ni AB , OQ sono già paralleli . Dunque il solido) ■■ 
AP è un parallelepipedo , ed è uguale all’ altro)'- 
LD * . E perciò . 

Ogni parallelepipedo i di cui lati insistenti alla 
base sieno a questa obbliqui è uguale a quel parai — 
lelepipedo ugualmente alto , che ha la stessa base K 
ed i lati insistenti alla base perpendicolari ad essa „ 

PROPOSIZIONE XXXI. 

• • *V ‘ - s . ,< a , 

’ TEOREMA» j , ; 

- * i. /■ ‘ ..r ’ • • •> 

I parallelepipedi che hanno basi uguali e leu 
stessa altezza sono uguali tra loro . 


Jìg. 3o. Sieno. I parallelepipedi LK , LP posti nelle u—-., 
gtiali basì AB , CD, e che abbiano la stessa altez— . 
za: dico che il solido LK sia uguale all’ altro LP. * 


v 
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In primo luogo si supponga che i lati eli rpie- 
sti tali solidi che insistono alle basi AB , OD 
sieno perpendicolari ad esse ; e si dispongano i , . 
solidi in tal modo , che le basi si trovino in un 
medesimo piano , ed i lati CL , LA di queste 
sticno per dritto ; dovrà la linea retta LINI , che 
insiste ad esse Itasi nel putito L esser comune ai , 

due solidi LK, LP . Sieno inoltre AG, HK , BE; 

J)F, OP, CN que’ rimanenti lati de' due parallelepi- 
pedi che insistono alle basi; e se mai 1’ angolo BLA 
non è uguale all’ altro DLC, si prolunghinolo BL, 

OD finché s’ incontrino in I, e per C si tiriQCR 
parallela a BLI, che prolungata incontri in II la 1111 
anche prolungata. Finalmente si compiscano i solidi 
LS, LT. Ciò posto il solido LT il quale ha per base 
il parallelogrammo LN,e per piano opposto a questa 
l’altro parallelogrammo IT è uguale al solido LP* 
la cui base è lo stesso parallelogrammo LN, e DP 
è il piano opposto ; poiché essi hanno anche la me- 
desima altezza , ed i loro lati MV , WF- r NT, NP; 

LI, LD, CQ, CO insistènti alla comune base cadono 
nelle stesse lince rette parallele PV, Ol*. Or il pa- * 29 . XI. 
rallelogrammo CD è uguale al parallelogrammo CI, 
perchè sono posti sopra la stessa base LC , e tra 
ic medesime parallele LC, OI ; «1 il parallelogram- 
mo DC si è supposto uguale all’ altro AB ; quindi , 
sarà il parallelogrammo IC uguale ad esso AB : e 
perciò questi duo parallelogrammi IC , AB serbe- 
ranno uguali ragioni al terzo parallelogrammo Llt> 
cioè sarà IC ad LR , come .AB ad LR . Ma JC 
sta ad LR come il, parallelepipedo IN all’ altro LS; 
poiché l’ intero parallelepipedo 1 S si C diviso col 


/ 
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* a5,XJ. piano jVILCN parallelo a' piani opporti- IT, 

E similmente essendosi. il parallelepipedo ÀS di- 
viso col piano LBEM parai Jelo a’ piani- opposti. 
AK , CS sta' i] parallelepipedo LE all’ altro. LS - ; 

tro LK allo stessa LS-:. e perciò i due parallele- 
pipedi IK ed LK sono uguali . Ma il parallele- 
pipedo IN si è dimostrato uguale all’ altro IP--} 
laonde sarà anche questo parallelepipedo GM u— 
guale all’ altro LK. ' Jìt*- 

‘ Che se i lati insistenti alle basi de’ due pa— • 
rallelepipedi proposti si suppongano, ad esse obbli» 
qui : sic.oome ciascun di questi parallelepipedi pa- 
reggia quell’ altr<r eh” è ugualmente alto , è posto 
sulla stessa base , ed ba i lati insistenti a questa. 

e*3o.XI. perpendicolari ad essa*;' e che tali solidi si sono» 
poc’ anzi -dimostrati uguali : perciò anche i prò* 
posti, saranno tra loro uguali . . '•••'•" - 

Adunque i parallelepipedi, etc.. C. B. Di 

. & ì,<vjsfc 

< P R O P 0 S I Z IONE XXXIL 

. ' * • • • . . • x ■ ■■ ' . : ; .• * 

TEOREMA. 

I parallelepipedi- della medesima allena, hanno » 
tra loro la stessa ragione dèlie basi . 

• • • ,v • ' ' • - * * #< . 

fig. 3i. Sieno AB , CD i parallelepipedi* proposti della 
stessa altézza : dico che stia 1’ un solido ali’ altro » 
Come la base AE all’ altra CF . 

Si applichi al lato. FG della base di uno di essi 


come la baso AB all’ altra LR . Quindi sta il pa- 
rallelepipedo IN al parallelepipedo LS, come 1’ al-.' 
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%olidi GF tm parallelogrammo FH tignale alPsìltro ■ 

AE, in modo eli e 1' angolo FGH sia irguale nll’an- 
golo LCG; e poi si compia il parallelepipedo GK, 
la di cui' La se sia FH , ed una -delle linee -rette 
ad essa insistenti sia FH sarà un tal solido GK 
•uguale al 'proposto. AB ; poiché sono pósti nelle 
uguali basi AE , FH , e sono ugualmente alti * . * 3i. XI. 
Ed essendo, tutto .il pàrnFfclepipedo CK diviso dal 
■piano 'GD parallelo a’ suoi piani opposti CP , 

»«K , dovrà stare il solido GK , o il suo uguale 
AB , all’ altro CD , 'come la base FH , o 1’ altra 
inguaia AE , alla base CF . > '• ■' 

• s E perciò i parallelepipedi ec. C. B. D. - ' 

.5, ' ’ r * V • . . -* V * ‘ 1 

•P R O P O S I. Z I G N E XXXIII. ' 

« .. . . 

'TEOREMI. ' V . 

’T parallelepipedi simili sano tra loro in ragion 
triplicata de' lati omologhi ' . , • 

• • ■ : ■ ; • . . ., 

Sieno i parallelepipedi simili AH , CD , e sia 'il fg. 3a. 
lato AE dell' uno omologò al lato CF del altro : . 
dico che il solido ÀB stia all’ altro CD in tripli 
cata ragione di AE a CF . 

Imperocché si prolunghino i lati AE, GE, HE 
fn K E-, ed M , • è si ponga EK Uguale a ! ’CF , 

EL -ad FNy ed EM ad FR 5 poi si com. 
pia il parallelogrammo KJi , ed il solido KO . 

E poiché le due KE EL sono uguali rispet- 
tivamente alle CF -, v FN , ! e 1’ angolo KEE 
è uguale all’ angolo NFC, mentre il primo di essi- 
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, è ugnale all' angolo GEA con cui sta al Vertice, e 
l’altro è pure uguale a questo stesso angolo GEA per 
*<l.io.XI.la similitudine de’ solidi AB, CD*; sarà quindi il 
parallelogrammo KL Uguale e simile all’altro CN: 
e dimostrandosi similmente che il parallelogrammo 
KM sia uguale e simile all’ altro CR, *d il parallelo- 
grammo LM all’ altro FD 5 saranno tre parallo- 
. logrammi del solido KO uguali e simili, ciascuno a 
ciascuno, a tre altri del solido CD. Ma i tre rima- 
nenti ^opposti a questi sono anche uguali e simili 
rispettivamente ad essi; perciò il solido KO è uguale 

* B. XI. e simile all' altro CD *. Ciò posto, compiasi l’ altro 

parallelogrammo GK, e poi sulle basì GK, LK si 
costituiscano i solidi EX ed LP della stessa altez- 
za che il proposto AB , ed in modo , che la li- 
nea EH sia lin loro lato comune . E poiché pei* 
la similitudine de’ solidi AB r CD , e permu- 
tando sta AE a CF , come EG ad EN e come 
Eli ad FR ; ed FC è uguale ad EK FN ad 
KL , ed FR ad EM ; saia perciò come AE 
ad EK , cosi EG ad EL ed HE ad EM . 

, Ma come AE ad EK , così sta .il parallelogram- 
mo AG all’ altro GK ; come GE ad EL , così sta 
GK a KL;e come HE ad E M, così è pure PE a 
KM . Dunque come il parallelogrammo AG all’ altro 
GK , così stà GK. a KL e PE a KM . Ma come 
AG ad. GK, così sta il parallelepipedo AB all’al- 

* u5.XI. tra EX * ; comC'GK a KL, così sta il parallele- 

pipedo EX all’altro LP ; c come PE a KM, cosi 
sta il parallelepipedo PL all’ altro KO . Laon- 
de còme il solido AB al solido EX così starà que- 
sto stesso EX al terzo LP ; od il terzo LP al 
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quarto OK . Or se ci sono quatti» grandezze 

in continua, proporzione ) la prima si dice ave- 
re alla quarta triplicala ragione .di quella clic 
ha alla seconda * 5 dunque il solido AB sei 1 - *d. 11.V. 
herà al Solido KO , o al suo uguale CD , triplica- 
ta ragione dello stesso AB ad EX . Ma la ragione 
del solido AB all’ altro EX , poc’ anzi' si é mo- ' - ■ 
strato pareggiar quella di AE ad EK -, quindi il 
solido AB starà all 1 altro CD in .triplicata ragio- 
ne del lato AE del primo al Suo omologo CF 
'dell’ altro. C. B. D. • • t . 

Con. Da ciò è manifesto , che se vi sieno quat- 
tro linee rette continuamente proporzionali., la 
prima di esse starà alla quarta, come il parallele- 
pipedo che ha per lato la prima all’ altro siirti]# 
c similmente posto che ha per lato omologo la se- 
conda . Imperocché la prima sta alla quarta in 
triplicata ragione della prima al}a seconda . J 

PRO P.O S I ZIO X E XXXIV. 

•* 1 ' V . ' , ' < « 1 ' 

' > ‘ • - 'V ■ * ** t - 

. . • , . , EO REM A . ^ 


I parallelepipedi che sono contenuti da parai - 33. 

{ologrammi equiangoli tra loro , ciascuno a ciascu- 
no,. cioè quelli i di eui àngoli solidi sono tra loro u~ 
gialli-, sono tra loro in ragion composta dalle ra- 
gioni de' lati intorno a questi angoli . v - 

.v", 

Siene i parallelepipedi AB, /CD de’ quali AB 
è contenuto da’ parallelogrammi AE , AF , AG , 

«he sotto equiangoli , ciascuno -a ciascuno , ai .pa- 
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rallelogrammì KL , HL , HK da’ quali è tonte*- 
nuto il solido CD : dico che la ragione che ha 
il solido AB al solido CD sia composta dalle ra- 
gioni di AM a DL, di AN a DK, e di AO a DH „ 
yt - Si prolunghino le MA , IVA , OA in P, Q , R, 
in modo tale che-AP sia ugnale a DL, AQ a DK 
ed AR a DH ; e poi si compia il parallelepipedo 
AX' contenuto dai parallelogrammi AS , AT, AV 
• uguali e simili , ciascuno a ciascuno, agli altri pa- 
rallelogrammi KL, HL, KJH; che perciò uh tal solido 

* B.XL AX è uguale e simile al solido CD* f . Si compisca an- 

che il solido AY la di cui base è AS, ed AO'èuna 
delle linee rette insistenti alla base : indi si espone, 
ga una qualunque linea- retta a , e si faccia come 
AM ad AP , così a ad un altra linea retta b , 
come NA ad AQ , cosi b a c, e come OA ad 
AR, così caLE poiché il parallelogrammo AE 
è equiangolo all’ 'altro AS , sarà AE ad AS , co- 

* a3. V I. me a a c * . Ma .i solidi ‘AB, A\ essendo costitui- 

ti tra gli stessi piani paralleli BOY r , EAS, e per- 
ciò avendo la stessa altezza, sono l’uno all’ altro 
come la base AE alla base AS, cioè come a a c. 
Ed il solido AY sta al solido AX , com§ la base 

* a5, XI. OQ alla base QR *, cioè come OA ad AR, o sia 

comte' end. Per la qual cosa essendo il solido AB 
al solido AY come la retta a all’ altra c, ed il so- 
lido AY al solido AX , come end , sarà per e— 
qualità il solido AB al solido AX , o sia CD , co- 
me « a d. Ma la ragione di a a d è composta dal- 
le ragioni di a a b, di b a é , e di c a d , le quali 
sono le stesse , ciascuna a* ciascuna , colle ragioni 
, di MA ad ÀP, di ISA ad AQ e di OA ad AR, ed 
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ì lati AP, ÀQ, AR sono uguali ai la li DL , 

DK, DII, ciascuno a ciascuno . Dunque il solido 
AB sia al solido CD in ragion composta dallo ra- 
gioni dei lati intorno nglì angoli uguali : cioè di 
AM a DL , di AN a 1)K , e di AG a 1)H . 

E perciò i parallelepipedi cc. C. B. D. 

PRGPOS1ZIO N E XXXIY. 

• v . ' ' ’ ' • . 

TEOREMA, 

' • . • ■ J 

Le basì de 1 parallelepipedi ' uguali si reciprocano 
colle altezze : e sono uguali que' parallelepipedi, che 
hanno le basi reciproche alle altezze . 

Sicno ì parallelepipedi uguali AB , CD : dico die fìg_ 3.|, 
le di loro basi sieno reciproche alle altezze , cioè 
clic stia come la base AL alla base CO, cosi l’al- 
tezza del solido CD a quella dell’ altro AB . 

Sieno primieramente i loro lati AG, EF , LB, 

HK ; CM , NX , OD , PR che insistono al- 
le basi AL , CO , perpendicolari a queste ; c si 
supponga di più clic tali basi non sieno ugnali ; 
poiché nel caso die esse fossero uguali , per 
1’ uguaglianza de’ parallelepipedi , anche le altezze 
AG , CM si dovrebbero pareggiare , c quindi se ne 
potrebbe conchiudere AL a CO , come CM ad AG. 

Adunque sia AL la maggiore di esse ; è chiaro che 
essendo il parallelepipedo CD tignale all’altro AB, 
e la base di questo minore della base di quello, debba 
la sua altezza CM esser maggiore di AG nltoz/.a dell 1 
altro . Si tagli perciò dalla CM la CT uguale alla 


, \ 


r ■ ( 
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AG, e si compisca il solido CQ : serberà a questo u- 
* guai ragione ciascun de’ dati , perchè uguali ; e 

quindi starà AB a CQ , come CD a CQ . Ma sla 
il sjalido AB all’ altro CQ , cerne la base A L alla 
*3a.XI. base CO; poiché essi sono ugualmente alti * : ed 
è poi il solido CD allo stesso CQ , come la base 

* a5.XI. PM alla base PT *, cioè come CM a CT , o ad 

AG; dunque starà AL a CO, come CM ad AG. 
E perciò le basi de' parallelepipedi AB , CD si 
v reciprocano colle altezze . 

Sieno ora le basi de’ proposti parallelepipedi AB, 
CD reciprocamente proporzionali alle altezze ^ 
cioè sia la base AL alla base CO , come l'altezza 
CM del solido CD all' altezza AG del solido AB: 
dico che il solido AB sia uguale all’ altro CD , 
Poiché essendo AL a CO, come CM ad AG , è 
chiaro che se le basi AL e CO sono uguali , deb- 
bano anche pareggiarsi le altezze CM ed AG , ed 
esser quindi uguali i parellelepi pedi proposti *. Che 
*3i.XI. se polsi supponga essere AL maggiore di CO ; 

dovendo per conseguenza anche CM superare AG, 
si tagli da CM la CT uguale ad AG , e si compi- 
sca il solido CQ , E poiché sta il solido AB all’ 
altro CQ, come la base AL alla base CO*; ed è 

* 3a XI. poi P altro solido CD alio stesso CQ , come la 

base PM alla base PT * , c quindi come CM a 

* a5. XI. CT, o ad AG: le prime ragioni di queste due pro- 

porzioni saranno uguali del pari che le seconde; © 
sarà pei’ció AB a CQ , come Cl) a CQ *, laonde 
i solidi AB e CD serbando ragioni Uguali alla 
stesso solido CQ , saranno uguali , 

Che se poi quei lati de’ parallelepipedi proposti 


Digitized 6y Goo 


d 



Si. Lib. u 


B I EttCLMS'. 

che insistono alle itasi non sieno a queste per- ' 

pentlicolari: siccome tali parallelepipedi ne pareg-v 
giano rispettivamente due altri , che hanno con 
essi le stesse tasi , le medesime altezze , ed i 
lati insistenti alle tasi perpendicolari ad esse * ;*c.3o.XI. 
ne segue che siccome si è dimostrato per questi 
secondi , che essendo essi ugnali , le loro basi , l 
sieno reciprocamente proporzionali alle altezze \ 
e che al contrario sq le tasi sieno reciprocamene, 
te proporzionali alle altezze , tali Solidi sieno u- 
guali; lo stesso debba anche verificarsi pe’ primi, 
cioè per quelli i di cui lati insistenti alle basi , gli 
sono obbliqui . , 

E perciò i parallelepipedi oc. C,_ B. D, 

N. B. Ciò che si dimostra da Euclide nella 
Proposizione 35 e nel suo Corollario , si è da noi 
recato nel Corollario della Proposizione A dì que-* 
sto .Libro, ( P'egg. le Kotb ), , 

PROPOSIZIONE XXX YI, 

v " 3 

TEOREMA. 

• > • • - . r 

Se da tre linee rette proporzionali si formi un 
parallelepipedo , sarà questo solido uguale all' altro 
equiangolo ad esso che si faocia da.lla media , e eh' d 
perciò- equilatero . - 

• • . . • ... , ‘ 

Sieno A, B, C tre linee rette proporzionali, cioè 35 , 
stia A a B , come B a C : diqo che il parallepipedo 
che sì> forma da esse A, B, C sia uguale al parai- 

». * ' t, . \ 


) 
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■ -'clepipedo equiangolo al primo , che si forma da 
B , è eh’ è perciò equilatero . 

Si esponga i’ angolo solido in L contenuto dai- 
tre angoli piani MLN , MLX , XEN , e prese- 
ne’ suoi lati le parti LM , LX ed LN uguali ri-, 
speltivanientc alle tre linee rette date A , B , C ^ 
si compia il parallelepipedo LH ; e poi aduna li- 
nea retta FE uguale alla B , in un suo estrema 
E, si costituisca un angolo solido uguale all’ al- 
*a6. XI. tro eh’ è in L *, c prese negli altri due lati di' 
questo angolo le parti EG , ED uguali alla EF , 
si compia l’altro parallepipedo EK . 

E poiché A sta a 15 , come B a G : starà pure 
ML ad FE , come ED ad LN: e perciò i paralle- 
grammi MN, FD che hanno, per costruzione, u— 
guati gli angoli in L cd E , avendo reciprocamene 
te proporzionali i lati intorno a questi angoli , sa- 
sanno uguali . Or essendosi adattale a’ vertici Ij 
‘ ed E de’ due angoli piani uguali M LN , FED 
le due linee rette sublimi ed uguali LX ed EG v 
le quali comprendono colle LM , LN ; FE , ED 
angoli ugnali , ciascuno a ciascuno , e simil- 
mente posti; le perpendicolari che da’ punti X e G. 
si abbassano su i piani MN’ ed FD debbono esse- 
*C.A.XI, re uguali*. Dunque i parallelepipedi LH ed F.K. 

costituiti dalle tre linee rette A , B , C nel modo, 
già detto , avendo uguali le loro basi MN ed. FD , 
* 3l»XI. ed uguali anche le loro altezze, saranno uguali * . 

E perciò se da tre linee proporzionali ec. C.B.D_ 

- 

:Y 
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PROPOSIZIONE XXXVII. 

TEOREMA. 

Se quattro lince rette sono proporzionali ; i 1 
/parallelepipedi simili e similmente posti che da 
■esse dcscrivonsi , saranno anche proporzionali . E 
se i parallelepipedi simili e similmente posti che 
clescrivonsi da /piatirò linee rette sono proporzio- 
nali ; aneli esse Unte rette saranno proporzionali . 

Sieno AB , CD , EF , Gii quattro lince l'elle 3 ^ 
sproporzionali , cioè stia AB a CD , come EF a 
GII , e si descrivano dalle «lue AB , CD i paral- 
lelepipedi simili e similmente posti AIv , CL 5 e 
dalle altre duo EF, GII gli altri parallelepipedi 
•anche simili c similmente ^>osli EM , GN : dico 
«he stia il parallelepipedo AK -all'altro CL , come 
•il parallelo})]' pedo EM all’ altro GN. 

Si facciano continuamente proporzionali le AB-, 

CD , O e P ; come pure le EF, GH , Q ed B, 

E poiché AB sta -a CD coinè EF t GII ; sarà un'- 
elle CD ad O , come GII a Q ; ed O a P-, come 
*Q ad R ' quindi le tre grandezze AB , CD , O sa- - . 
Sranno in ordinata ragione colle altre Ire EF , 

GH , Q ; e perciò essendo AB ad O, come EF a 
Q ) ^ nuovo le tre grandezze AB , O , e P sa- 
ranno in ordinata ragione colle altre tre EF , 

Q ed R : e quindi starà ÀB a P , come EF ad R. 

Ala come AB a P , cosi sta il solido AK all’al- 
tro CL * ; e come EF ad R, cosi è pure il soli- *c.33,]£L 
do EM al solido GN : adunque come il solido 

V 
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AK al solido CL , cosi sla il solido EM al soli» 
do GN . 

S'ia adesso il solido AK al solido CL , come il 
■solido EM al solido GN : dico elle stia anche la 
linea retta AB -all'altra CD, come la EF alla GII. 

Imperocché si faccia come AB a CD , cosi EF 
ad ST; c poi si descriva dalla ST un parallelepipo 
* do simile e similmente posto ad EM., o pure e GN *. 

E poiché come AB a CD , cosi sta EF ad ST, e 
si sono descritti dalle AB , CD i parallelepipedi 
!AK , CL simili e similmente posti 5 come pure 
dalle EF , ST gli altri EM , SV anche simili e 
similmente posti sarà quindi AK a CL , come 
EM ad SV . Ma si è supposto essere AK a CL, 
come EM a GN ; laonde il solido GN è uguale 
al solido SV : gli è anche simile e similmente po- 
sto $ perciò i piani da’ quali essi sono contenuti 
sono uguali e simili c quindi saranno uguali i 
loro lati omologhi GII , ST . Per lo else essen- 
do AB a CD , come EF ad ST, ed- ST uguale a 
GH ; sarà AB a CD , come EF a GII . 

Adunque se quattro lince rette ec. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XXXVIII. 

teorema. 

Se nn piano sia perpendicolare ad un altro , 
e da un fmnto preso in un de' piani , si abbassi 
la perpendicolare sull' altro \ questa cadrà nella 
loro cotnune sezione , 

’ * * S 

Sia il piano CD perpendicolare all’altro AB, ed 3j. 
AD sia la loro comune sezione, e da un qualun- 
que punto E preso nel piano CD si abbassi sul 
piano AB la perpendicolare : dico che questa deb- 
ba Cadere nella AD . 

S’ é possibile cada fuori della AD , come la 
£F , ed incontri in F il piano AB: dal pun- 
to F eh’ è nel piano AB si abhassi sulla AD le 1 
perpendicolare FG , la quale sarà anche per- 
pendicolare al piano CD * ,.e si unisca EG . £ d. t\. XI. 
poiché la FG è perpendicolare al piano CD , ed 
è toccata nel punto G dalla EG, che si trova in 
questo piano ; perciò? 1’ angolo FGE sarà retto . 

Ma la EF ^perpendicolare al piano AB, e quindi 
è anche retto 1’ angolo EFG . Laonde nel trian- 
golo EFG vi sarebbero due angoli retti ; il die 
è assurdo . Adunque la perpendicolare abbassata 
dal punto E sul piano AB non cadrà ai di fuori 
della AD ; ma bensì in questa . 

E perciò se un piano ec. C. B. D. 

N. B. Per la Prop. XXXIX, che si è da noi tra- 
lasciata , reggasi la Nota ad essa . 
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. PUÒ. POSIZIONE XL, 


Se vi fieno eluc prismi triangolari uguulmenlò 
ahi , uno de' quali abbia per base un parallelogrammo 
e t altro un triangolo* e auel parallelogrammo sia 
doppio di questo triangolo, essi prismi saranno uguali * 

Jfg. 38. Sieno ABECDF, GIIKLMN «lue prismi trian- 
golari ugualmente ahi, il primo eie' quali è con- 
tettili lo dai due triangoli ABE , CDF , c dai tre 
parallelogrammi Al) , DE , EC ; c 1’ altro ron- 
tiensl dai due triangoli G 11 K, LMN, e dui ire pa- 
rallelogrammi Lll , UN , NG 5 c di più per lo pri- 
me di essi si prenda per base il parullelogvunimo AF, 
'c per l’altro il triangolo GI1K, c qtrel parallelo- 
grammo sia doppio di questo triangolo : dico che 
il prisma ABECDF sia uguale al prisma GIIKLMN'. 

Si compiscano i solidi AX , GO . E poiché il 
parallelogrammo AF è doppio del triangolo GI1K, 
e die di questo triangolo n’ è anche «loppio il 
parallelogrammo HK-; sarà il parullelqgrmimto AF 
ugnale al parallelogrammo HK . Laonde i due 
parallelepipedi ED, GO avendo basi uguali AF,HK 
e la medesima altezza , saranno uguali ; c perciò 
dovranno anche essere uguali i prismi pn^posti 
ABECDF; IIGKNLM. che sono rispetti vaine nte 
* 28 . XI. la metà di que’ parallelepipedi*. 

/’■' Quindi se vi sieno due prismi ec. C> B. D. 

- Fine dell 1 nj. libro . 
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ZJ E vi siedo due grandezze disuguali . e si tal- 
»ga dalla maggiore piu che la metà , poi dal re - 
. -siduo si tolga anche più che la metà , e così 
•continuamente si /uccia ; vi dovrà finalmente rima- 
nere uria grandezza che sarà più piccola della mi » 

■nere delle- proposte-. 

Sieno le due grandezze disuguali AB, TI, delle quali 3^ 
AB sia la maggiore : dice clic Se si tolga da AB più 
•elle la metà , t dal residuo si tolga anche, più 
Ja metà, e ciò si continui sempre a fare ; vi dovrà 
filialmente rimanere una grandezza minore di C . 

Imperocché essendo C omogenea ad AB , pre- 
sa più volte dovrà superarla . Sia dunque ED 
quel multiplice di G eh' è il primo a superare 
BA , ed esso sia diviso nelle parli EG , GF , FD 
ciascuna uguale a C ; c poi si tolga da BA più che 
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~ la metà BH , dal residuo HA più che la Meli 
HK , e ciò si continui a fare finché BA rèsti di- 
visa nello stesso numero di parti della ED . Ciò 
fatto , essendo ED maggiore di BA * se da ED 
si tolga £G eh’ è meno della metà di essa, e da 
BA se nc tolga più che la metà BH ; dovrà il re- 
siduo GD esser maggióre dell’altro HA ; e simil- 
mente togliendo da GD la sua metà GF,e da HA 
più che la metà sua HK $ dovrà il residuo FD 
esser maggiore di KA . Ma Fl) è uguale a C$ 
dunque C sarà maggiore di KA. C. B. D. 

LEMMA IL 

Dati due cerchi concentrici , iscrivere tielmug - 
giore un poligono di lati uguali , ed in numero pa* 
re , il qual non tocchi il cerchio minore . 

fig. 4 °. Sieno ABDC , abd i due Cerchi proposti , che 
sian descritti intorno al comune centro O: biso- 
gna iscrivere nel maggiore di essi ABDC un poli- 
gono di lati uguali ed in numero pare , il qual 
non tocchi il cerchio minore abd 
• Per lo centro comune O si tiri la linea retta 
BD , c poi dal suo estremo D si tiri al cerchio 
bad la tangente DaA: indi si divida continuamente 
per metà la semicirconferenza BAD , si dovrà fi- 
nalmeute pervenire ad un arco minore dell' altro 
*11 .XII. ACD * ; suppongasi esser questo CD, e si con- 
giunga la linea retta CD, sarà questa il lato del 
poligono cercato . 

Imperocché essendo l’arco DCA.maggiore dell’ar- 
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<co CD , la corda DC di questo dovrà Cadere al 
rii là dèlia corda AD di quello, per rispetto, alla 
•circonferenza bad •; e quindi siccome la linea ret- 
ta DA tocca il cerchio bad , l’altra BD non 
•dovrà n'emmen toccarla . E perciò se sì vada a- 
dattando successivamente nel cerchio ABCD que- 
lla DC , si Verrà a descrivere in esso un poligo- 
no di lati uguali, ed in numero pare, che non toc- 
cherà il cerchio minore abd. C. B. F, . 

Coa. Che se fossero dati i due archi di cerchio 
DCE , due descritti intorno al comune centro O, 

'e si volesse dividere T esteriore di essi DCE in 
Tal numero di parti tignali , sicché alcuna delle 
linee rette tirate per due punti prossimi di tali di- 
visioni non potesse toccare 1’ altro arco dae. È 
xhiaro che si otter ebbe ciò che si dimanda tirando 
per un estremo D dell’ arcp DE la tangente DaA 
all’ altro arco dae , o al cerchio della di cui cir- 
'conlercnza quest’ arco n’ è parte , e poi dividen- 
do sempre per metà 1 ’ arco DE , finche si giun- 
ga ad un arco DC minore di DA . ^ 

PROPOSIZIONE I. 

* * , _• / .*• • ' " ' • , 
r • , 

TEOREMA. 

i ( * , 

I poligoni simili iscritti ne' cerchi sono tra 
toro come i quadrati de' diametri » 1 

Sieno ì cerchi ABCDE , FGHKL, ed in es- Jìg, /^\ t 
si ci sieno iscritti i poligoni simili ABCDE , 

FGHKL : dico che stia il quadrato di BM a 
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quello di GN , come il poligono ABCDE all' al- 
tro FGHKL . 

Si congiungano le BE , AM; GL, FN * E pei'- 
cliè il poligono ABCDE è simile al poligono 
FGIIKL ; sarà anche il triangolo BAE simile «1 
* 20. VI. triangolo GEL *: e perciò l'angolo BEA uguale 
all’altro GLF . Ori due angoli BEA * GLI*’ pa- 
reggiano rispettivamente gli altri BMA , GKF ; 
dunque saranno anche tra loro uguali questi duo 
nitri angoli BMA, GNF : e perciò i due triangoli 
BAM , GF 1 Y rettangoli in A ed F avendo an- 
che uguali gli angoli AMB , FN G saranno simi- 
li ; e starà BA a GF , come BM a GN , ed il 
quadrato di BA a quello di GF , come il qua- 
drato di BM all’ altro di GN , Ala il quadralo 
di BA sta all’ altro di GF , come il jroligono 
ABCDE all’ altro FGlfKL ; perché sì quei qua- 
drali , che questi poligoni sono tra loro in dn- 
*c.t.20VIP licala ra gione di BA a GF * ; dunque starà 
pure quel poligono a questo come il quadrato di 
BM a quello di GN . 

E perciò i, poligoni simili cc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE IL 

TEOREMA. 

I cerchi sono tra loro come i quadrati de* 
diametri 

fig, 4 a. Sieno i cerchi ABCD , EFGII, e BD , FU ì 
loro diametri : dico che il quadrato di Bt) sii# 
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al quadralo «li FH , come il cerchio ABCD al 
cerchio EFGII. 

Imperocché se ciò non è, il quadrato di BD avrà 
a quello di FH la slessa ragione del cerchio ABCD 
ad un 1 altro cerchio minore di EFGII, o pur mag- 
giore . L' abbia primieramente ad un minore che 
sia efgh , e s'intenda esser questo descritto intor- 
no allo Stesso centro dell' altro FI CH. Ciò posto 
s’ iscriva nel cerchio maggiore Eh GH un poligono 
ENFPG ec. di lati uguali ed in numero pare, il qua- 
le non tocchi il cerchio minore efgh * 5 e poi nn*], 2 
altro poligono AIBKC ec. simile a questo s iscri- 
va nel cerchio ABCD .sarà il poligono AIBKC ec. 
al poligono ENFPG ec. , come il quadrato di BD 
all' altro di FH * . Ma quel quadrato si è sup- * j. 
posto essere a questo , come il cerchio ABCD all’ 
altro EFGH -, quindi starà il cerchio ABCD al 
cerchio EFGH , come il poligono AIBKC ec. all' 
altro ENFPG ec. . Per lò che essendo il cerchio' 
ABCD maggiore del poligono AIBKC ec. in esso 
iscritto , sarà anche 1’ altro cerchio efgh maggiore 
del poligono ENFPG ec. in cui c compreso . Ma 
n’ è minore: perciò non sta il quadralo di BD a 
quello di FII, come il cerchio ABCD ad un Miro 
efgh minore di EFGH . E similmente si dimo- 
strerebbe clic non possa stare il quadrato di 1 II 
a quello di BD come il cerchio EFGH ad un 
altro cerchio minore di ABCD . 

Che se si supponga essere il quadrato di BD a 
quello di FII, come 11 cerchio ABCD ad un altro 
cerchio SVT maggiore di EFGII ; sarà inverimi- _ 
do il cerchio SVT all’ altro ABCD, come il qua- 
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drato di FII a quello di BD . Mail cerchio SVT 
deve stare all’ altro ABCD , come il cerchio, 
EFGH ad un altro- cerchio che sarà minore di 
ABCD ; poiché il cerchio SVT è maggiore dell’’ 
altro EFGH ; quindi starebbe il quadrato di FU 
• quello di BD , come il cerchio EFGII ad uri- 
altro minore di ABCD . Lo che si è già dimo- 
strato impossibile . 

Laonde non potendo il quadralo di BD serba-, 
re a quello di FH la stessa ragione che il cerchia 
ABCD ad un altro cerchio- minore di EFGH» a 
pur maggiore; dovrà stare il quadrata di BD a quello, 
di FH, come il cerchia ABCD al cerchio EFGH» 

E perciò i cerchi ec» 

PROPOSIZIONE IH. 

TEOREMA. 

Ogni piramide a base triangolare si dividi- 
iti d/te piramidi , anche a basi triangolari , simili ed 
uguali tra loro , e simili alla tutta, ; ed in due 
prismi uguali , i quali sono maggiori della metà 
dell' intera piramide . 

fis- 43. Sia la piramide che ha per base il triangolo 
ABC» e per vertice il punto D: dico che una tal pi- 
ramide ABCD si divide in due piramidi , cl e 
hanno anche per base de' triangoli , e ebe sono 
Uguali e simili tra loro, e simili alla tutta ; ed 
in due prismi uguali , i quali sono maggiori della 
metà dell’ intera piramide \ ' s r 
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SI dividano per metà i lati AB , BC , E A, AD, 

DB , DC de’ triangoli che terminano la piramide 
triangolare ABC.D in E , F , G , H » K i D , e 
poi si uniscano le EH , EG , GH , HK , K-L , 

EH, EK, KF, FG . E poiché AE è uguale ad EB, 
ed AH ad HD ; sarà EII parallela a DB . Per 
la stessa ragione anche HK è parallela ad AB : , 

dunque la figura HEBK è un parallelogrammo j 
e perciò HK è uguale ad EB , e quindi ad AE , 
ed EH è uguale a BK , ossia a KD . Laonde i 
due triangoli E AH , KHD , avendo i lati EA , 

AH uguali ai lati KH , HD , ciascuno a ciascuno , 
e la Base EH uguale alla base KD , saranno ugua- 
]i e simili : e per la stessa ragione il triangolo AHG 
è pure uguale e simile al triangolo HLD . Or per- 
chè i lati EH, HG dell’angolo EHG sono rispet- 
tivamente paralleli ai lati KD, DE dell’ altro angolo 
KD L, eh’ è in un piano diverso da quello in cui si 
trova il primo; perciò l’angoIoEHG èuguale all’altro 
KDE *: ma sono anche ugualj, ciascuno a ciascuno, i * io. XI. 
lati che comprendono questi angoli; quindi i trian- 
goli EHG, KDL saranno uguali e simili; c perciò 
«ia base EG sarà uguale alla base KL. Inoltre i Ire 
lati EA, AG, GE del triangolo E AG , essendo u- 
guali , ciascuno a ciascuno , a’ lati KH , IIL , LK 
dell’ altro triangolo KIIL ; dovrà anche il trian- 
golo EAG essere uguale e simile all’altro KHL . 

È dunque la piramide a base triangolare E AGII 
uguale e simile all’altra anche a base triangolare 
KHLD *. * B. XL 

Or essendosi dimostrata KII parallela a BA, 
è chiaro che il triangolo KDII sia equiangolo , e 
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perciò simile all' altro BDA -, c similmente si ri- 
leva che il triangolo DKL sia simile a DBC, ed il" 
triangolo DHL all’altro ADC. Ma è poi il triangolo% 
BAC simile all'altro E AG, e questo si è dimostrato, 
simile al triaugolo, KHL 5 laonde sarà il triangolo 
BAC anche- simile al triangolo KHL : e quindi 
*A.XIe)Ia piramide BACD è simile all’altra IIKLD* .. 
d. 10 . Xl)P er lo che essendosi dimostrata questa piramido 
HKLD simile all’ altra AEGn ; dovrà anche la 
piramide AEGH esser simile alla piramide ABC, D: 
a perciò ciascuna, delle due piramidi AEGII , 
IIKLD sarà simile all’ intera piramide ABCD . 
E poiché BF è uguale ad FC , sarà il parallelo-, 
grammo EBFG doppio del triangolo GFC ; e 
quindi il prisma contenuta dai due triangoli BKF, 
EHG, e dai tre parallelogrammi EBFG EBKH, 
KI1GF sarà uguale ajl’ altro che si contiene dai. 
due triangoli GFC , IIKL , e dai tre parallelo- 
grammi KFCL , LCGII , 11KFG j poicliè se? 
si prende per Lasc del primo, prisma il pai’alle- 
logrammo EBFG, e per base dell’ altro il trian-. 
gola GFC il primo di essi avrà per base un pa- 
rallelogrammo doppio del triangolo ch’è base del-* 
*4o. XI. 1* «lt«> , c saranno di più ugualmente alti * . Ed 
c poi manifesto clic ciascuno di questi due prismi 
BK.FEEG , e GFCHK.L sia maggiore di ciascu- 
na delle piramidi AEGII, HKLD : poiché se si 
unisca EF , si vede clie il prisma BKFEIIG é- 
maggiorc della, piramide EBFK . Ma questa pira- 
mide é uguale all’altra AEGH ; poiché sono con- 
* B. XI. tenute da’ piani uguali e simili*: perciò a-nche-il niis- 

ma BKFEIIG è maggiore della piramide AEGII. 
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1 ’ altro prisma GFCHKL , perchè ugnale al pri- 
sma KBFHEG , è anche maggiore della piramide 
HKLD , eli’ è uguale all’ altra AEGH . Adunque 
i due prismi dei quali si è parlato sono maggiori 
di queste due piramidi . E perciò 1 ’ intera pira- 
mide ABCD a base triangolare si è. divisa in due 
piramidi uguali e simili tra loro , ed alla tutta ; 
cd in due prismi uguali , clic sana maggiori della 
metà della piramide intera . C. B. D. 
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PROPOSIZIONE IY. 

TEOREMA.. 


Se una piramide triangolare si divida in due 
piramidi triangolari uguali e simili tra loro , e si-, 
inili alla tutta , ed in due prismi uguali ; poi 
ciascuna delle piramidi che si ottiene da questa 
prima divisione si divida nel modo stesso , e così 
in seguito 5 e la medesima divisione si pratichi in 
un' altra jùramide triangolate di uguale altezza 
alla prima : sarà come la base della prima pira~ 
mille alla base dell' altra , cosi tutt' i prismi che 
si contengono nell' una a tutt'i prismi che conten~ 
gonsi nell' altra , e 




che sono uguali in numero 


Sia la piramide triangolare ABCD , ed essa si jjg, ^3; 
divida in due piramidi uguali tra loro e simili al- e 44- 
la tutta , ed in due prismi uguali j poi si divida 
ciascuna delle piramidi che si ottengono da questa 
divisione nel modo stesso , c cosi si continui 
successivamente 


, e la medesima di visiono si pra- 
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’ ticlii anclie nell’ altra piramide MNOX di ugnale 
altezza alla prima : dica che come la base ABC 
alla base MNO , cosi stiano tuli’ i prismi che sì 
contengono nella piramide ABCD a lutti gli altri, 
uguali in numero , che si contengono nella pira- 
mide MNOX . 

~ , Si faccia per ciascuna delle piramidi ABCD , 

- MNOX la stessa costruzione che. nella precedente 
' proposizione. E poiché BF é uguale ad 1 C, ed AGr 
a GC , sarà FG parallela a BA : e perciò il trian- 
golo BCA è simile al triangolo FCG : e così pure 
si dimostrerà essere il triangolo NOM simile all*" 

. altro QOR . Or poiché BC è doppia di CF , ed 
NO di OQ ; sarà BC a CF , come NO ad OQ ; 

' ed essendosi descritti sulla prima e seconda dì 
queste linee rette i due rettilinei simili e simil- 
• mente posti BCA ed FCG, e sulle altre due NO 
ed OQ gli altri rettilinei simili e similmente posti 
NOM, QOR^ dovrà stare il triangolo BOA al trian- 
golo FCG, cornei! triangolo NOM all’altro QOR* 
e permutando starà il triangolo BCA al triangolo. 
NOM, come il triangolo FCG al triangolo QOR. 
Or poiché i piani ABC, II KL sono paralleli, come 
anche gli altri MNO, STY ; le perpendicolari che 
dai punti D , X si abbassano su ì piani ABC , 
MNO, le quali sono tra loro uguali, dovranno re- 
star divise per metà dagli altri piani DKL, ST Yj 
poiché anche le altre lince rette DC , NO son 
..XI. divise per metà dai piani stessi ne’ punti I,, Y *. 
Laonde i due prismi GFCHKL , RQ05TY sa- 
ranno ugualmente alti : e perciò starà il prisma 
FGCKHL al prisma QROTSY, come la base FCG 
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1 afta base QOR; cioè come il triangolo BCA all’altro — -— ■ ■ 
N03V1 . li poiché i (lue prismi che esistono nella 
pira lindo BCAD sono tra loro uguali, come ancho 
tra loro uguali sono gli altri due che contengane! 
nella piramide MNOX*; sarà perciò la somma de* * 3.XTI. 
due primi a quella de’due altri, come un di quelli 
FGCKHL ad un di questi QORTYS *, cioè, secondo * i5. V. 
si è dimostralo, come BCA ad NOM. Similmente 
si dimostra che, divise le piramidi KHLD,TS\X, 
nel modo stesso clic le proposte, sta la somma de’ 
due prismi contenuti nella prima a quella degli 
altri due che contengonsi nella seconda , come la f ' , 
base 1IKL alla base STY, e quindi come FGC a 
QRO, o finalmente come BAC ad MIO. Dunque 
come BAC ad AMO, così starà la somma do’ due 
prismi compresi nella piramide BCAD e degli altri 
due compresi nella piramide K.HLD alla somma 
de’ quattro altri prismi , due compresi nella pira- 
mide MNOX , e due altri nella pifhnidc TSYX. 

E continuando a dimostrare lo stesso per gli prismi 
che si ottengono dalla divisione delle piramidi 
• E AGII , PMRS , e di tutte le altre clic risultano 
dividendo queste e le precedenti K.HLD , TSY \ 
coulinuamentc , nel modo indicalo nell’ enuncia- 
zione ; si concluderà in fine , che la somma di tut- 
ti i prismi contenuti nella piramide BACD stia 
alla somma di tutti quelli che contengonsi nell’al- 
tra MNOX, e che sono in numero uguale ai pri- 
mi, come la base dell’ una py amide BAC alla ba- 
se NMO dell’ altra. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE V. 

fi . 

• TEOREMA» 

• . 

Le piramidi triangolari di uguali altezze to- 
no tra loro come le basi . 

fg. 43. Siene le piramidi triangolari ugualmente alte 
e 44- ÀBCD , MNOX : dico che stia la Base ABC alla 
Base MNO , come la piramide ABCD alla pira- 
mide MNOX . 

Poiché se non è così , starà il triangolo ABC al 
triangolo MNO , come la piramide BACD ad un 
- , solido minore che la piràmide MNOX, o pur mag- 
giore. Sia primieramente ad un solido minore V -, a 
dividasi la piramide MNOX in due piramidi tra 
loro uguali , e simili alla tutta , ed in due prismi 
uguali , i quajknella somma sono maggiori della 
* 3. XII. metà della piramide * ; indi si dividano simil- 
mente le piramidi che ottengonsi da una tal divi- 
sione j e così si continui a fare , fiuchè vi restino, 
alcune piramidi nella piramide MNOX, le quali sientx 
minori dell’eccesso della piramide MNOX sul so- 
*l.iiXII. Udo V *. Dinotino , per esempio, un tal residuo 
le piramidi PMRS , TSYX; che perciò i prismi che 
in tal modo resteranno assegnati nella piramide 
MNOX dovranno esser maggiori del solido V, Ciò 
dallo si divida la piramide BACD similmente alla pi- 
ramide MNOX, ed id tante parti, in quante si è 
divisa questa ; sarà come la Lase ABC alfa base 
MNO, cosi la somma dei prismi contenuti ned- 
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la piramide BACD alla somma di quelli altri die 
conleugonsi nella piramide MNOX *. Ma come la 
base ABC alla Base MNO , cosi sta pure la pira- 
mide ABCD al solido V . Dunque la piramide 
A11CD starà al solido V , come tutl’i prismi con- 
tenuti nella piramide ABCD a tutti quelli che conten- 
gonsi nella piramide MNOX ; e quindi essendo 
la piramide ABCD maggiore dei prismi in essa 
contenuti, sarebbe anche il solido V maggiore di 
quelli che si contengono nella piramide MNOX . 
Ma n’ è minore ; il che non può essere . Adun- 
que non può stare la base ABC alla base MNO , 
Come la piramide ABCD ad un solido minore del- 
la piramide MNOX . E similmente si dimostrerà 
clic non possa star la base MNO alla base ABC, 
V>me la piramide MNOX ad un solido minore del- 
la piramide ABCD . 

Dico ora , che neppure possa la base BAC ser- 
bare alla base NMO , la stessa ragione che la pi- 
ramide ABCD ad un solido Z maggiore della pi- 
ramide MNOX . Poiché si avrebbe in tal caso , 
invertendo , la base MNO all’ altra ABC , come 
il solido Z alla piramide ABCD } ma come il so- 
lido Z alla piramide ABCD , così deve stare la 
piramide MNOX ad un solido minore della pira- 
mide ABCD ; poiché quel solido Z è maggiore di 
questa piramide MNOX ; sarebbe dunque come 
la base MNO alla base ABC , così la pirami- 
de MNOX ad un solido minore della piramide 
ABCD . Il che , come si è poc’ anzi dimostralo , 
è un assurdo . Laonde neppur può stare la base 
ABC alla base MNO , come la piramide ABCD 
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•a(l un solido Z maggiore della piramide MNOX ». 
Si è poi dimostrato, clic ne tampoco poteva quel- 
la piramide serbar tal ragione ad un solido mino- 
re di questa . Adunque dovrà stare la base ABC 
•alla base MNO, come la piramide ABCD all' altra. 
MNOX . 

E quindi le piramidi ec. C. 13. D. 

. PROPOSIZIONE VI. 

. ’ * • 

a. 

, - t • 

ItOJE M A» 

* * •! * , * 

Le piramidi della stessa altezza^ cd a basi po- 
lìgone , sono tra loro nella ragione delle basi . 

* • ' &• * ’ • 

X , ’ . . 

» » 

jìg. 45. Sieno le piramidi a basi poligone ABCDEM ed 
FGIIKLN, le quali abbiano la stessa altezza t di- 
• co ebe come la base ABCDE alla base FGI1KL, 
così stia la piramide ABCDEM all’altra FGIIKTjN. 

Dividasi la base ABCDE ne’ triangoli ABC , 
ACD, ADE, e la base FGIIKL ne’ triangoli FGH, 
FHK, FLK; e s’ intendati questi triangoli esser le 
basi di altrettante piramidi ugualmente alte che 
le proposte , delle quali le tre prime abbiano per 
>- vertice il phnto M, e le altre tre il punto N . E 
poiché sta il triangolo ABC al triangolo FGH -, 
come la piramide ABCM alla piramide FGHN-,e die 
come il triangolo ACD allo stesso triangolo FGH, 
cosi sta la piramide ACDM alla piramide FGIIN-j 
sarà il trapezio ABCD al ti-iangolo FGH, come 

* »4. V • ^ piramide ABCDM all’ altra FGHN * . Ma è 
di nuovo cóme il triangolo ADE al triangolo 
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FGH, cosi la piramide ADEM alla stessa FGHN; 
quindi spira il poligono ABCDE al triangolo FGH, 
come la piramide ABCDEM alla piramide FGHN *. ' 
Similmente, paragonando i triangoli FLK , FKI1 , 
ed F (j H con questo stesso triangolo FGH, c le 
piramidi FLKN , FKHN , FIIGN con quest’ ul- 
tima piramide FIIGN, si dimostrerà essere la ba- 
se FGHKL alla base FGH , come la piramide 
FGlIKLM alla piramide FGHN 5 ed invertendo 
la base FGH nlla base FGHKL, come la pirami- 
de FGHN alla piramide FGTIKLN . Laonde es- 
sendo la base ABCDE alla base FGH , come la 
piramide ABCDEM alla piramide FGHN , e la 
l>ase FGH alla base FGHKL , come la piramide 
FGIIN all’ altra FGIIKLN ; sarà , per equalità ? 
la base ABCDE alla base FGHKL., come la pi- 
ramide ABCDEM all’ altra FGHKLN . 

E perciò le piramidi ec. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE VII. 




teorema. 


Offnì prisma a base triangolare si divide in 
tre piramidi uguali tra loro , le quali hanno le 
basi triangolari . 

Sia il prisma che ba per base il triangolo ABC, ./?£■• 4^» 
e per piano opposto a questa 1’ altro triangolo 
DEF : dico die il prisma ABCDEF si divide 
in tic piramidi triangolari tra loro uguali. 
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Si tirino le diagonali CE, CD, DB. E poiché 
, la diagonale DB divide il parallelogrammo ADEB 
' ne’ due triangoli uguali ABD, EDB ; 2 )crc iì> le due 
piramidi ABDC , EDBC che hanno rispettiva* 
mente per hasi que’ triangoli , e ’l vertice comune 
*5. XII. in C saranno tra loro uguali * . Ma la piramide 
■che ha per hase il triangolo EDB, c per vertice il 
■punto C , è la stessa che 1’ altra la cui hase è il 
•triangolo EBC , ed il punto D n’ è il vertice ; 
poiclié 1’ una e l’ altra é contenuta dagli stessi 
triangoli . Dunque anche la piramide che ha per 
hase il triangolo ABD, e per vertice il punto C A 
Uguale a quell’ altra , che ha per base il triangola 
EBC, e per vertice il punto D. Similmente poiché 
il parallelogrammo FCBE è, diviso dalla diagonale 
CE, il triangolo ECF è uguale al triangolo ECB; 
e quindi anche la piramide che ha per hase il trian- 
golo ECB, e per Vertice il punto D là uguale alla 
piramide la cui base è il triangolo ECF, e lo stes- 
so plinto D n’ è il vertice . Ma questa piramide 
si è dimostrata Ugnale a quell’ altra che dia per 
base il triangolo ABD , e per vertice il punto C ; 
adunque anche la piramide che ha per hase il trian- 
golo ECF , e per vertice il punto D è uguale a 
quella che ha per hase il triaugolo ABD , è per . _• 
vertice il punto G. Quindi il prisma ABCDEF si 
divide in tre piramidi uguali , lo quali hanno per 
basi dei triangoli , cioè nelle ABDC , EBDC , 
ECFD . E poiché la piramide che ha per hase il 
‘ triangolo ABD, e per vertice il punto C c la stes- 
sa che la piramide che ha per base il triangolo 
• ABC, e per vertice il puuto D ; poiché sono coa- 
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tenuto «fagli stessi piani : e che la piramide " 
che ha per base il triangolo ABD , e per vertice 
il punto C si è dimostrata esser la terza par- 
te del prisma la cui base è il triangolo ABC , td. 
il piano opposto è DEF ; perciò alitile la pirarni- 
de che ha per base il triangolò ABC , e per ver- 
tice il punto D è la terza parte di un tal prisma. 

C. B. I). 

Cor. E’ chiaro da ciò che ogni ipiramidc sia la 
terza parte del prisma che ha la medesima hase , / 

e 1 ’ altezza stessa . Poiché se la hase comune a ‘ <. 
"questi duo solidi sia un’ altra qualsivoglia figura 
rettilinea potendosi sì il prisma che la piramide 
•concepir divisi rispettivamente in tanti prismi <; 
piramidi , clic abbiano per basi dei triangoli , 
quanti di questi si possono assegnare in essa figu- 
ra rettilinea : e ciascuno di questi prismi essendo 
triplo della .piramide corrispondente } sarà la 
somma di essi , cioè il prisma proposto, anche tri- 
plo della -somma delle piramidi , cioè della pira- 
•inide che ha la medesima base , e 1’ altezza stessa 
eli esso prisma . , • 

Cor. 2. Di più ì prismi ugualmente alti sono 
tra loro come le basi 5 poiché le piramidi clic , 
hanno le stesse loro Lari , c la medesima altezza 
sono tra loro come le Lari * . * Q XII. 

PROPOSIZIONE Vili. 

■ •.//" • • 

tEomit, 

he pìramùli simili [ehe hanno le basi 

• * J ' , * * T 
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triangolari , sono tra loro in triplicata ragione de' 
lati omologhi , 

fig. 4 ?* Sicno le piramidi simili e similmente poste 
ABCG , DEFJI , le quali abbiano per basi i tri- 
angoli BCA , EFD , e per vertici i punti G ed 
H : dico clic la piramide ABCG serbi alla pira- 
mide DEFJI ragion triplicata di quella che il 
lato BC ha all’«omologo EF . 

Imperocché si compiscano i parallelogrammi 
ABCM, GBCN , ABGK; ed indi poi il parallele- 
pipedo BGML,ch* è contenuto da questi piani e 
dagli opposti ad essi . Similmente si compisca il 
parallelepipedo EHPO contenuto dai parallelogram- 
mi DEFP , HEFR, DEHX e dagli opposti a questi. 
E poiché le piramidi ABCG, DEFH sono simili , 
dovrà il triangolo ABC esser simile all’ altio 
I)EF ; e quindi i due angoli ABC , DEF saran- 
no uguali , ed i lati AB , BC del primo saranno 
proporzionali ai lati DE, EF dell’altro. Laonde 
i due parallelogrammi EP, BÌVI avendo un angolo 
uguale ad un angolo, e proporzionali i lati intorno a 
questi angoli , dovranuo esser simili . E cosi 
pure si dimostrerà che il parallelogrammo BN 
sia simile all’altro ER , e BX ad EK. Ma i tre 
parallelogrammi BM , BX , BK sono rispettiva- 
mente uguali e simili agli opposti ; ed i tre altri 
EP , ER, EX sono anche simili ed uguali ai lo- 
ro opposti 5 quindi i due parallelepipedi BL, EO, 
essendo terminati dallo stesso numero di piani si- 
* A. XI. mili , ed avendo perciò uguali i loro angoli solidi * , 
*d. 10.XI, saranno simili tra loro *. Per lo che essendo i pa- 
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fello lepipcdì sìmili in triplicata ragione de’ lo-" - 
co lati omologhi * 5 i solidi BL , EO saranno in * 33 7^ 
triplicata ragione di quella el>e il lato BC serba 
al suo omologo EF . Or come il solido BL al so- 

0 ■ <r 

lido KG , così sta la piramide ABCG all’ altra 
DE FU , essendo queste piramidi le seste parti di 
que’ solidi } mentre i prismi che sono le metà di 
ossi , sono tripli delle corrispondenti piramidi * . 

Dunque sarà pure la piramide ABCG all’ altra 
DE IH in triplicata ragione di BC ad EF . 

Scol. Da ciò sì può rilevare facilmente che an- . . 

<0110 le piramidi simili che hanno p-r basi de' rct~ 

‘lilinei , sono tra loro in triplicata ragione de' lati 
■omologhi . 

Imperocché sieno ABCDEM , FGIIK.LN le fig* 
piramidi simili c similmente poste, le quali hanno 
.per basi i rettilinei ABCDE , FGHK.L . Si divi- 
dano quei rettilinei ne’ triangoli ABC, ACI), ADE} 

FGH, FHK, FKL, i quali saranno simili tra loro, 
ciascuno a ciascuno*. E poiché le piramidi proposte 
sono simili, sai;? d triangolo ABM, simile al tri- 
angolo FGN, ed il triangolo BCM simile a GIIN} 

■quindi come MA ad AB, cosi sta NF ad FG;cdè 
inoltre come AB ad AC, così FG ad FH , per 
esser simili i triangoli ABC , FGI 1 } quindi, per 
equalilà , come MA ad AC, così sla NF «ad FH . 
Similmente si dimostrerà che AC sta aCM, come 
FH ad UN ; laonde sarà di nuovo per cqualità, 
come AM ad MC , così FN ad NH : e perciò i 
triangoli A MC , FNH, avendo proporzionali i lati, 
saranno simili . Per lo che le piramidi triango- 
* lari ABCM, FG 11 N essendo contenute d» piani 


20 
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simili ed uguali in numero , ed avendo uguali 
A. XI. ] oro angoli solidi * , saranno simili tra lo- 
ro . E nel modo stesso si dimostrerà che la pira- 
mide ACDM sia simile alla piramide FHKN, e la 
piramide ADEM all 1 altra FKLN . Or essendo si— 
, - mili le piramidi triangolari ABCM , FGHN , sarà 
1’ una all’ altra in triplicata ragione del Iato AG 
all’ omologo FH ; e per la stessa ragione la pira- 
mitre ACDM sta alla piramide FHKN in triplica- 
ta ragione di AC ad FH ; «póndi come sta la pi- 
ramide ACDM alla piramide FHKN , così starà 
la piramide ABCM all’altra FGHN . E similmen- 
te si dimostra che come la piramide ADEM alla 
piramide FKLN , così stia la piramide ACDM 
all’ altra FHKN . Laonde dovendo stare un an- 
tecedente ad un conseguente, come tutti gli an- 
V. tecedenti a tutti i conseguenti*; sarà la piramide 
ABCM alla piramide FGIIN , come tutta la pi- 
ramide ABCDEM a tutta 1’ altra FGHKLN . Ma 
la piramide ABCM sta alla piramide FGHN in 
* 8. XII. triplicata ragione del lato AB all’ omologo FG * ; 

perciò anche tutta la piramide ABCDEM serba 
a tutta P altra piramide FGHKLN triplicata ra- 
gione del lato AB all’ omologo FG . C. B. D» 

P R 0 P O S I Z I O N E IX. 

teorema. 

Le basì triangolari di due piramidi uguali si 
reciprocano colle altezze : e reciprocandosi le basi 
triangolari di due piramidi colle altezze , esse 
tono uguali . ' . 
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Sicno le piramidi uguali die aLLiano le basi ^ 
triangolari ABC , DEF , e per vertici i punti G, 

H : dico che le basi e le altezze di queste pira- 
midi ABCG , DEFH sieno reciprocamente pro- 
porzionali , cioè che come la base ABC alla base 
DEF , cosi stia 1’ altezza della piramide DEl'H 
r, a quella della piramide ABCG . 

Imperocché si compiano i parallelogrammi AC, 

AG, GC, come anche gli altri DF, DII , IIF ; ed 
indi si compiscano anche i parallelepipedi BGML , 
j * EIIPO, i quali sono compresi rispettivamente da 
quei piani , e dagli opposti ad essi . E poiché le 
piramidi ABCG , DEFH sono uguali ; e che 
della piramide ABCG n’ è sestuplo il parallelepi- 
pedo BL , e dell’ altra DEFII n’ è anche sestu- 
plo 1’ altro parallelepipedo EO : perciò questi pa- 
, rallelepipedi BL , EO saranno uguali 5 e quin- 
di le loro basi BM ed EP si reciprocheranno 
colle altezze . Ma come la base BM alla base EP, 
cosi sta il triangolo ABC all' altro DEF ; dun- 
que starà il triangolo ABC al triangolo DEF , 
come l’altezza del solido EO a quella del solido 
BL . Laonde poiché 1’ altezza del solido BL è la 
stessa di quella della piramide ABCG , e 1' altez- 
za del solido EO è anche la stessa che quella dell 1 
altra piramide DEFH ; ne segue che sfarà pure 
come la base ABC alla base DEF, così l'altezza 
della piramide DEFH all’ altezza della piramide 
ABCG . E perciò le basi e le altezze delle pira- 
midi uguali ABCG , DEFH sono reciprocamente 
proporzionali . 

Che se i triangoli ABC , DEF si reciprochino 
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colle altezze delle piramidi ABCG , DEFH , cioè', 
che stia la base ABC alla base DEF , come l’al- 
tezza della piramide DEFH all’ altezza della pi- 
ramide ABCG : dico che la piramide ABCG sia. 
Uguale all’ altra DEFII . 

Imperocché fatta la medesima costruzione : poi- 
ché sta la base ABC alla base DEF , come 1’ al- 
tezza della piramide DEFII a quella della pira- 
mide ABCG ; ed è poi la base ABC alla base 
DEF , co/ne il parallelogrammo BM al parallelo- 
grammo EP ; sarà perciò come il- parai lelogram— 
jno BM al parallelogrammo EP, così I’ altezza della 
piramide DEFH , o eh' è lo stesso quella del pa- 
rallelepipedo EO, all’altezza della piramide ABCG, 
cioè del parallelepipedo BL . Quindi questi parai— 
lelepipedi saranno tra loro uguali; poiché hanno, 
le basi reciprocamente proporzionali alle altezze *. 
e perciò anche uguali dovranno essere le pirami- 
di ABCG , DEFH , elle sono le seste parti di 
tali parallspipcdi . ' 

Laonde le basi triangolari cc. C. B. D. 

' * , • ( « , . 

• PROPOSIZIONE X. 

'* ‘ . . • , '4 • 

teorema. 

■ - I ■ • . , » r ", 

Ogni cono è la terza parte del cilindro , eh » 
ha la medesima base e l' altezza stessa . 

Jtg . 49* Abbia un cono la medesima base con un cilin- 
dro, cioè il cerchio ABCD, e l’altézza stessa: eli- 
co che il cono ù la terza parte del cilindro, ossia 
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che il cilindro è triplo del cono . 

Poiché se quel cilindro non è triplo del cono , 
sarà o più che triplo di un tal cono , o pur meno . Sia 
primieramcaite meno che triplo ; e perciò si sup- 
ponga esser triplo di quell’ altro cono della stes- 1- 

sa altezza che il proposto , la cui base sia il cer- 
chio abcd minore di ABCD , c descritto intorno 
allo stesso centro . S’ iscriva nel cerchio mag- 
giore ABCD. un poligono AEBPC’ec. dì un numero 
pare di lati uguali , i quali non tocchino il cer- 
chio minore abcd , e poi s’ intenda eretto su di 
questo poligono il prisma ugualmente allo che il 
cilindro, e la piramide il di cui vertice è lo stesso 
che quello del cono proposto , la quale compren- 
dendo in se , com’ è evidente , il cono che ha per 
• • Base il cerchio abcd è maggiore di esso. Per loche 
essendo una tal piramide la terza parte di quel pri- 
sma, mentre tali solidi hanno la Base stessa , e sono 
ugualmente alti ; dovrà quel prisma essere più che 
triplo di quel cono che ha per Baie il cerchio abcd. , 

E perciò essendo il cilindro proposto maggiore 
di questo prisma che vi sta dentro ; dovrà esser 
più che triplo del cono la cui Base è il cerchio 
abcd . Sfa si era supposto che ne fosse triplo -, il 
che ripugna , Adunque non può il cilindro che 
ha per hase il cerchio ABCD esser meno che tri- 
plo del cono che ha la stessa Base, e la medesima 
altezza del cilindro * 

Dico ora che ne tampoco possa quel cilindro esser 
più che triplo del cono; poiché allora si potrà sup. 
porre esser triplo di quell’ altro cono di uguale 
altezza, la cuTBase è il cerchio PQRS maggiore dì 
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~ ABCD, c descritto anche intorno allo stesso centro* 
Or s’ iscriva similmente nel cerchio PQRS un 
poligono PYQZRec. di un numero pare di lati u-> 
guati , i quali non iuconti’iuo il cerchio interiore 
ABCD, e su. di un tal poligono s’ intenda eretto il 
prisma dell’altezza stessa del cilindro, e la piramide 
che ha per vertice quello del cono e che perciò è 
iscritta in questo, e quindi n’ è minore. E poiché- 
una tal piramide è terza parte di- quel prisma > 
sarà perciò il medesimo prisma meno ' che triplo 
di esso cono : e quindi il cilindro proposto essen- 
do minore di questo prisma nel quale si conlienep 
dovrà anche esser meno che triplo del cono la 
cui hase è il cerchio PQRS. Ma se n’ era suppo- 
sto triplo: e ciò. anche ripugna. Laonde né anche 
può il cilindro che ha per hase il cerchio ABCD 
esser più che triplo del cono che ha la stessa La— 
' se , e la medesima altezza del cilindro . E perciò. 

un tal cilindro noit potendo esser nè meno che. 
. triplo di un concf che ha la. stessa sua hase , e la, 

medesima altezza , nè più- die triplo ; dovrà ne- 
cessariamente esserne triplo. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XI* 

UOSE MA. 

I . V ■ t . 

Ì * ; > ( . • - * . ■ ’ 

I coni ed i cilindri dell' altezza stessa sona 
tra loro come le basi . 

fir. 5o. Abbiano la t medesima altezza i coni ed i ciRn>- 
drij le cui basi sono i cerchi ABCD,EFGH de- 
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scritti Intorno ai diametri BD , FH , e die han- 
no gli assi KL , MN : dico che come il cerchio 
ABCD al cerchio El'GH , cosi stia il cono 
ABCDL al cono EFGHN . 

Poiché se non è così , sarà come il cerchio 
ABCD al cerchio EFGH , così il cono ABCDL 
ad un cono niinore dell’altro EFGPIN , o pur 
maggiore . Sia primieramente ad un cono mino- 
re , il quale abbia per vertice il punto N ,- e per 
base il cerchio efgh minore di EFGH , e descrit- 
to intorno allo stesso centro M . S’ iscriva nel 
cerchio maggiore EFGH un poligono EPFRGcc. 
di un numero pare di lati uguali, il quale non 
tocchi il cerchio minore efgh , ed un altro poli- 
gono AYBQCec. simile a questo s’ iscriva anche 
nel cerchio ABCD ; c poi su tali poligoni s’ in 
tendano erette le piramide che hanno gli stessi 
vertici L ed N dei coni , e che perciò saranno 
iscritte in essi . E poiché il poligono AYBQCec* 
sta al poligono EPFRGec. , come il quadralo del 
diametro BD a quello del diametro FH * ; ed ili 
questa ragione é pure il cerchio ABCD al cerchio 
EFGH ; sarà perciò il poligono AYBQCec. al po- 
ligono EPFRGec., come il cerchio ABCD al cer- 
chio EFGH . Ma è poi il poligono AYBQCec. 
al poligono EPFRGec., come la piramide che ha 
per base il poligono AYBQCec. , c per vertice 
il punto L a quella la cui base è il poligono 
EPFRGec. ed il punto 'N é il vertice : e si « 

supposto essere il cerchio ABCD all’ altro EFGÌf, 
come il cono ABCDL all’ altro efghN . Dun- 
que sarà il coup ABCDL al cono efghN , come 

(ì 
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ABCD, c descritto anche intorno allo stesso centro». 
Gr s’ iscriva similmente nel cerchio PQRS un> 
poligono PYQZR ec. di un numero j>are di lati u~. 
guali , i quali non incontrino il cerchio interiore 
ABCD, e su di un tal poligono s’intenda eretto il 
prisma dell’altezza stessa del cilindro, e la piramide 
che ha per vertice quello del canone che perciò è 
iscritta in questo, e quindi n’ è minore. E poiché 
una tal piramide è terza parte di- quel prisma 
sarà perciò il medesimo prisma meno' che triplo 
di esso cono : e quindi il cilindro proposto esscn-. 
do minore di questo prisma nel quale si contienep 
dovrà anche esser meno che triplo del cono la 
\ cui hase è il cerchio PQRS. Ma se n’ era suppo- 
sto triplo: e ciò. anche ripugna. Laonde né anche 
può il cilindro che ha per hase il cerchio ABCD 
esser più che triplo del cono che ha la stessa La-, 
se , e la medesima altezza del cilindro . E perciò* 
un tal cilindro non. potendo esser nè meno che^ 
, triplo di un coniche ha la- stessa sua hase , e la. 

medesima altezza , nè più che triplo ; dovrà ne-, 
eessariamente esserne tripla. C. B. D. 

•*-■/* * ■ • * t' , : , 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

\ » ■. ■ •» 

♦ • • / . i . * - • 

I coni ed i cilindri dell' altezza stessa, sona, 
tra loro come le basi . 

I. • . t '• K . ‘ , 

fig. So. Abbiano la medesima altezza I coni ed i cilm- 
drij le cui basi sono i cerchi ABCD, EFGH de- 
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scritti intorno ai diametri BD , FH , e clie han- 
no gli assi KL , MN : dico che come il cerchio 

ABCD al cerchio EFGH , cosi stia il cono 
ABCDL al cono EFGHN . 

Poiché se non è così , sarà come il cerchi» 
ABCD al cerchio EFGH , cosi il cono ABCDL 
ad un cono minore dell’altro EFGHN , o pur 
maggiore . Sia primieramente ad un cono mino- 
re , il quale abbia per vertice il punto N,-e per 
Fase il cerchio efgh minore di EFGH , e descrit- 
to intorno allo stesso centro M . S’ iscriva nel 
cerchio maggiore EFGH un poligono EPFRGec. 
«li un numero pare di lati uguali, il quale non 
tocchi il cerchio minore efgk , ed un altro poli- 
gono AYBQCec. simile a questo s’ iscriva anche 
nel cerchio ABCD ; e poi su tali poligoni s’ in 
tendano erette le piramidi che hanno gli stessi 
■vertici L cd N dei coni , e che perciò saranno 
iscritte in essi . E poiché il poligono AYBQCec, 
sta al poligono EPFRGec. , come il quadralo del 
diametro BD a quello del diametro FH * ; ed in 
questa ragione è pure il cerchio ABCD al cerchio 
EFGH ; sarà perciò il poligono AYBQCec. al po- 
ligono EPFRGec., come il cerchio ABCD al cer- 
chio EFGH . Ma è poi il poligono AYBQCec. 
al poligono EPFRGec., come la piramide che ha 
per base il poligono AYBQCec. , c per vertice 
il punto L a quella la cui base è il poligono 
EPFRGec. ed il punto' N é il vertice : e si é 
supposto essere il cerchio ABCD all’ altro EFGII, 
‘come il cono ABCDL all’ altro efghN . Dim- 
ane sarà il cono ABCDL al cono efghN , tome 

6 
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1 la piramide AYBQCec.L all’ altra EPFRGec.N ; 

.‘.e quindi siccome il cono ABCDL è maggiore 
della piramide AYBQCec.L in esso iscritta , do- 
vrebbe anche il cono efghìH esser maggiore della 
piramide EPFRGec.N . Ma n’ è minore ; poiché 
questa lo comprende: adunque il cerchio ABCD 
non sta al cerchio EFGH, come -il cono ABCDL 
ad un cono minore del cono EFGIIN . E si- 
milmente si dimostrerebbe che no'n può stare il 
cerchio EFG1I al cerchio ABCD , eome il cono - 
EFGIIN ad un cono minore del cono ABCDL . 

„ Dico inoltre che neppure possa stare il cer- 
chio ABCD al cerchio EFGH, come il cono ABCDL 
ad un altro cono maggiore del cono EFGHN . 
Poiché *’ è possibile sia questo il cono STVN, il 
quale abbia Io stesso vertice N del cono EFGHN, 
c per base il cerchio STV maggiore dell’ altro 
EFGH ; sarà iqverlendo il cerchio EFGH all* 
altro ABCD, come il cono STVN all’altro ABCDL. 
Ma come questo cono STVN all'altro ABCDL, cosi 
_ deve stare il cono EFGHN, eli’ è minore del conQ 
STVN, ad un altro cono minore di ABCDL, e che 
potrà supporsi esser quello che ha la stessa altez- 
za e per base un cerchio minore di ABCD , e concen- 
trico; dunque dovrebbe stare il cercliio EFGH al cer- 
chio ABCD, come il cono EFGHN ad un altro cono 
dell’ altezza stessa di questo , la cui base fosse un 
cerchio minore di ABCD. Il che poc’ anzi si è dimo- 
strato impossibile. Laonde non può serbare il cer- 
chio ABCD al cerchio EFGH la stessa ragione 
del cono ABCDL ad un cono maggiore dell’ altro* ' 
EFGHN. Si è poi dimostrato che nè anche pote- 
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serbarla ad un cono minore : perciò dovrà T 
stare il cerchio ABCD al cerchio EFGH , come <> 
il cono ABCDL al cono-EFGHN . 

Or come il cono ABCDL al cono EFGIIN, co- 
sì sta un cilindro all’ altro ; poiché questi cilin- 
dri sono rispetti vameqte tripli di quei coni* : dun- * io. XII. 
que sarà pure il cerchio ABCD al cerchio EFGH, 
come il cilindro descritto sul primo all’ altro di 
Uguale altezza che ha per base il secondo. C.B.D. 

* . 1 ' - ' » “ i A / ‘ 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA v j ■- 

• , . . ■ * % _ I 

T coni ed i cilindri simili sono tra loro in. 
triplicata ragione dei diametri delle basi . 

. . ' / * . 

/ 

Sieno i coni ed i cilindri simili, che hanno per ji„ 
basi i cerchi ABCD , EFGH descritti intorno ' 
ai diametri Bl5 , FH , e per assi Je KL , MN : 
dico che il cono ABCDL stia al cono EFGIIN, 
jn triplicata ragione di BD ad FII. 

Poiché se non sta il cono ABCDL al cono 
EFGIIN in triplicala ragione di BD ad FH; sta- 
rà in questa ragione il cono ABCDL ad un co- 
no minore di EFGIIN , o pur maggiore . Sia 
primieramente in triplicata ragione di BD ad FII 
il cono ABCDL ad un altro cono efgliN , la cui^ 
base è il cerchio efgh minore dell’altro EFGH, -e 
descritto intorno allo stesso centro , ed il vertifo 
è lo stesso punto N , S’iscriva pel cerchio mag- 
giore EFGH vn poligono di un numero pare di 
> * 
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" la li uguali EOFPGec., il quale non tocchi il cerchia 

minore efgh ; e poi un altro poligono ATBYCec. si- 
mile a questo s’iscriva nel cerchio ABCD . Su di 
questi poligoni s’ intendano erette le piramidi che 
hanno per vertici quelli dei coni proposti, nei quali 
saranno perciò iscritte ; e sia LBT uno dèi trian- 
goli che contengono la piramide ATBYCec. L , 
ed NOF il corrispondente nell’ «ltra piramide 
EOFPGec. N . Si uniscano le KT , MO . E 
poiché il cono ABCDL è simile al cono EFGHN, 

?d.a4.XI sarà BD ad FH , come 1’ asse KL all’ asse MN *. 

Ma BD sta ad FH , come BK ad FM : dunque 

BK starà ad FM , come KL ad MN ; e permu- 
tando BK a KL , come FM ad MN'-. Per la qual 
cosa i triangoli BKL , FMN , avendo uguali gli 
-angoli BKL , FMN , che sono retti , e propor- 
zionali i lati intorno ad essi saranno simili .. 
Similmente poiché BK sta a KT , come FM ad 
MO , e’ gli angoli BKT , Fftip sono uguali ^ 
mentre quella parte che 1’ angolo BKT è di quat- 
tro retti , che sono intorno al centro K , la stes- 
sa é 1’ angolo FMO di quattro retti, che sono in- 
torno al centro M : dovrà il triangolo BKT esser* 
simile all’altro FMO . E poiché si é dimostrata 
che BK sta'a KL , come FM ad MN ; ed é pai 
BK uguale a KT , ed FM uguale ad MO : sarà 
anche TK a KL , come ÓM ad MN : Quindi i 

triangoli TKL, OMN che hanno gli angoli TKL, 
OMN Uguali , perchè retti , saranno anche simili. 
Or per gli triangoli simili BKL, FMN. sta LB a 
BK, come NF ad FM; e per gli altri triangoli BKT, 
FMO, che sono anche simili , sta BK a BT, , eo- 


•.Oigili^eci by.Google 



/ 


Di Euclide. 85 Lit. a®. 

«io FM ad FO ; sarà quindi, per equalilà , LB a 
BT , come IV F ad FO : c similmente si dimostre- 
rà clic LT stia a TB , come NO- ad OF . Laon- 
de essendosi dimostralo esser anche TB a BL , 
come OF ad FN ; sarà , di nuovo per equalilà , 

TL ad LB , come NO ad NF . Dunque anche i 
triangoli LTB , NOF avendo proporzionali i loro 
lati, saranno equiangoli , c perciò simili : e le 
due piramidi triangolari BK.TL , FMON, avendo 
i loro angoli solidi rispettivamente uguali * , ed * A-XIjj 
essendo terminate dallo stesso numero di piani simili 
1’ uno all’ altro , saranno simili ; c quindi 1' una 
di esse starà all’ altra in triplicata ragione di BK 
ad FM. E nel modo stesso , conducendo dai pii n* 
ti A , Q , ec. delle linee rette al puntò K , c dai 
punti E, R, ec. delle linee rette all' altro M, e su 
i triangoli che vengono iu tal modo a formarsi 
intendendo erette quelle piramidi che hanno i vertici 
stessi dei coni, si dimostrerà che ciascuna delle prime 
piramidi stia a ciascuna delle altre, in triplicata ra- 
gione di BK ad FM ; , o eh’ è lo stesso di BD ad 
FH. Ma come un antecedente ad un conseguente, 
cosi stanno tutti gli antecedenti a. tutti i conse- 
guenti; dunque come la piramide BKTL all’ al- 
tra FMON , cosi deve stare 1’ intera piramide 
ATBYCec.L all’intera piramide EOFPGec.N c 
perciò anche quella piramide starà a questa, in tri- 
plicata ragione di BD ad FH . Laonde essendosi 
supposto che in questa ragione stia il cono ÀBLDI* 
all’ altro efgKN ; starà quel cono a questo , come ' 
la piramide ABCDL all’ altra efghN . Adunque 

sjjccome quel primo co»Q è maggiore Ideila piranha 

V ’V ■. • * 
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ile ATBY.Cce.L in esso iscritta , dovrebbe an* 
■ che il colio c/^/iN esser maggiore della piramide 
EOFPC cc.N . Ma n’ è minore , poiché questa 
Io comprende ; adunque il cono ABCDL non pnò 
serbare ad un cono . minore dell’ altro EFGHN 
ragion triplicata di BD ad FH . Similmente di- 
mostreremo che non possa la ragion triplicata di 
FU a BD essere uguale a quella del cono EFGHN 
ad- un cono minore dell’ altro ABCDL . 

Dico ora die nè tampoco possa la triplica- 
ta ragione di BD ad FH esser quanto quella 
del cono, ABCDL ad un cono maggiore del cono 
EFGHN , ed ugualmente alto , il quale per 
conseguenza abbia per base il cerchio STV mag- 
giore dell’ altro EFGH . Imperocché inverten- 
do si avrebbe il cono STVN all’ altro ABCDL 
in triplicata ragione di FH a BD . Ma il cono 
STVN deve stare all’altro ABCDL, come il cono 
EFGHN, cb’è minore di STVN, ad un altro cono 
minore di ABCDL, ebe potrà supporsi avere lo stes- 
so vertice di questo , e per baso un cerchio mino- 
re di ABCD e descritto intorno allo stesso centrò, 
adunque sarebbc*il cono EFGHN a questo in tripli- 
. cala ragione di FH a BD . E ciò si è dimostrato 
poc’ anzi iinpòssibile . Non potendo dunque la ra- 
gione triplicata di BD ad FH pareggiar quella del 
cono ABCD L ad un altro cono minoi-e , o mag- 
giore di EFGHN , che gli si è supposto simile^ 
dovrà necessariamente essere il cono ABCDL al 
cono EFGHN in triplicata ragione di BD ad FH. 

Or il cono ABCDL sta al cono EFGHN , co- 
me il cilindro che ha la stessa base ed altezza del 
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primo cono all’ altro che ha la stessa Lasc ed al- ' '' 
tezza dell’ altro cono ; poiché questi cilindri aven- 
do le medesime basi ed altezze dei coni , ne sono 
tripli ; dunque anche 1’ un cilindro starà all’ altro 
in triplicata ragione di BD ad EH . C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIII. 

V * \ 

. . . * * N 

TEOREMA. 

... . ‘ ! ■ \ ' ' 

Se un cilindro sia segato da un piano paral- 
lelo ai piani opposti , starà come il cilindro al ci- 
lindro , così r asse all' asse . v ’ 

Sia il cilindro AD segato dal piano GII parai- fig. St; 
lelo ai piani opposti AB , CD , il quale incontri 
P asse EF in K' , e sia la linea GII la comune 
sezione del piano GH e della superficie del ci- • > 

lipdro AD ; sia di più AEFC quel parallelogram- 
mo rettangolo che rivolgendosi intorno al lato 
EF descrive il cilindro AD* , e la retta GK sia*d.2i.XI 
la comune sezione del piano GII coll’ altro AEFC, 

E‘ poiché i piani paralleli AB , GH sono segati 
dal piano AEKG , le loro comuni sezioni AE , 

GK saranno parallele* ; quindi AK è un parallelo- * j6.XI, 
gramhio rettangolo , il quale perciò nel rivolgersi 
intorno ad EK descrìverà un cilindro , ed il suo 
lato GK opposto ad AE descriverà un cerchio , 
il cui centro sarà il punto K ; ed un tal cerchio 
essendo lo stesso che la sezione GH , è chiaro che 
il piano GH divida il cilindro AD nei due cjlin- » 

dri AH , CD , che sono quelli che verrebbero de- 
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scritti dalla rivoluzione dei parallelogrammi AK j 
GF intorno alle EK , KF . Or io dico die stia 
il cilindro AH al cilindro HC , come 1’ asse EK. 
all' asse KF . , , 

Si produca l’asse FE dall’una e dall’altra parte, 
e poi si taglino quante se ne vogliano EN, NL ti- 
gnali alla EK, e quante altre ne piaccia FX, XM 
uguali alln KF ; e per gli punti L, N, X ed M si 
tirino i piani paralleli alle liasi AB, CD del cilin- 
dro: si dimostrerà come si è fatto del piano GH, che 
le comuni sezioni di quei piani e della superficie del 
cilindro prodotto sieno cerchi, i quali hanno per cen- 
tri i punti L, N, X ed M : e di più che tali piani- 
tronchino i cilindri OS, RB , C Y e T Q . Ciò pi-e- 
messo , i tre cilindri OS , RB ed AH avendo u- 
guali le loro altezze LN , NE ed EK , dovranno 
XII. esser tra loro come le Itasi* $ c perciò saranno uguali 
al pagi di queste : dunque il cilindro OH e l’asse 
suo LK saranno ugualmente multipli» del cilindro 
AH e del suo asse EK . E slmilmente si dimo- 
strerà che il cilindro GQ e ’1 suo asse KM sono 
ugualmente multipli» del cilindro GD e del 
suo asse KF .. Or è chiaro , che se, 1’ asse LK 
del cilindro OH è maggiore dell’ asse KM dell’ 
altro cilindro GQ, anche quel cilindro è maggio- 
re di questo ; e che se I’ asse LK fosse uguale, o 
minore dell’asse KM, anche il cilindro OH sarchi»» 
uguale, o minore del cilindro GQ. Adunque vi so- 
no quattro grandezze, cioè i due assi EK , KF,, 
ed i due cilindri BG , GD : ed essendosi presi 
qualunque ugualmente multiplici dell’asse EK^e 
del cilindro BG , cioè l’ asse KL , ed il cilindr# 


si EucriDi, 
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OH 5 come pure dell" asse KF, e del cilindro Gl) ' ' 

essendosi presi qualunque altri ugualmente mul- 
tiplici, cioè 1’ asse KM, ed il cilindro GQ ; si « 
dimostrato , clic se 1‘ asse KL supera 1' asse KM, 
ancfie il cilindro PG supera il cilindro GQ , e 
se uguale uguale, se. minore minore : dovrà dun- 
que stare Passò EK all’ asse KF , come il cilin- 
dro BG al cilindro GD . 

E perciò se un cilindro ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIV. 

• . . •» 

'TEOREMA. 

. . • ' ■ f ’ ' f 

I coni cd i cilindri che hanno basi uguali 
sono tra loro come le altezze . 

Sulle basi uguali AB c CD siono posti i ci- fig. ci- 
lindri EB od FI) : dico che come il cilindro Eli 
al cilindro FI), cosi stia- Passe GH all’asse KL. 

Si produca Passe KL di uno di essi cilindri in N, 

« poi troncata la LN uguale alla HG , s’ intenda 
intorno all’ asse LN formato il cilindro CM, . E 
poiché i cilindri EB , CM hanno la medesima al- 
tezza, saranno come le loro Basi AB, CD * . Ma *ii.XII. 
queste sono uguali : quindi anche uguali saranno 
i cilindri EB , CM . Or essendosi il cilindro FM 
segato con un piano CD parallelo ai suoi piani op- 
posti; dovrà il cilindro CM serbare all’altro FI), la 
stessa a-agionc dell’ asse NL all’ asse LK * . Ma jl *i3.XII. 
cilindro CM è uguale al cilindro EB, e l’asse LN 
■»1P asse GH j quindi sarà il cilindro EB all’ altro 

; 
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- FD , come 1 ’ asse HG del primo all’ asse LK 

dell’ altro . E poiché come il cilindro EB all 1 al- 
tro FD , cosi sta il cono ABG al cono CDK ; 

*10. XII. essendo i cilindri tripli dei coni * : sarà per9Ìò 

come F asse GH all’ asse KL , cosi il cono ABG 

»• » 

al cono CDK . 

Adunque i coni , ed i cilindri ec. C. B. D. 

f I \ - 

PROPOSIZI O N E XV. 
teokema. 

v • ... 

Le basi dei cilindrile dei coni uguali si reci~ 
procano colle altezze ; e se si reciprocano le basi 
colle altezze di due cilindri , e di due coni , essi 
sono uguali . 

fig. 54 « I cerchi ABCD, EFGH descritti intorno ai diame- 
tri AC,EG sieno le basi di due cilindri , c di duo 
coni uguali, e KL , MN'i loro assi, che sono 
anche le loro altezze : dico che le basi e le al- 

tezze dei cilindri uguali AX', EO sieno recipro- 
camente proporzionali, cioè che stia la base ABCD 
alla base EFGH, come l’altezza MN all’ altezza KL. 

Imperocché T altezza KL o è uguale all’altez- 
za MN, o gli è disuguale . Gli sia primieramente 
uguale : e poiché il cilindro AX è uguale al cilin- 
dro EO , e che i cilindri ugualmente alti sono 
come le basi ; dovrà essere anche la base ABCD 
uguale alla base EFGH . Laonde la base ABCD 
sta alla base EFGH , come F altezza MN all’ al- 
tezza KL . ‘ ■' • .. - 
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Clie se le altezze KL ed MN non sieno ugnali; 

Dia sia M?S la maggiore di esse, si tagli da MN, 

PM uguale a KL , c ]>oi si seglii il cilindro EO 
eoi piano TYS tirato per P parallelo alle basi EG, » 

RO -, sarà un Cerchio la conitiue sezione di (juel 
piano e del cilindi'o . Ed essendo il cilindro AX. 

Uguale all’ altro EO , dovranno essi serbare al ci- 
lindro ES la stessa ragione . Ma il cilindro AX 
sta al cilindro ES , romc la base ABCD alla base 
EFGH ; poiché banuo la stessa altezza * ; ed n.XII. 
il cilindro EO sta all’ altro ES , come MN ad 
MP ; poiché il cilindro EO è 'segalo Alai piano 
TYS parallelo ai piani opposti * . Dunque sta- *i 3.X1I. 
rà la base ABCD alla base El'GH , come 1’ al- 
tezza MN all’ altezza MP , ossia KL : cioè le ba- , 
si dei cilindri uguali AX , EO si reciprocano 
colle altezze . 

Sieno ora reciprocamente proporzionali le basi 
- e le altezze dei cilindri AX , EO , cioè stia la ba- 
se ABCD alla base EFGH , come 1’ altezza MN 
all’ altezza KL". dico che il cilindro AX sia ugua- 
le al cilindro EO . 

Imperocché se sia la base ABCD uguale alla ba- 
se EFGII, è" chiaro' clic dovrà essere anche 1’ al- 
tezza. MN uguale all’altezza KL ; e perciò il ci- 
lindro ÀX uguale al cilindro EO . Che se poi 
non sia la base ABCD uguale alla base EFGII ; 
sia ABCD la maggiore . E poiché • sta la base 
ABCD alla base EFGH, come l’altezza MN all’ 
altezza KL , sarà anche MN maggiore di KL : e 
perciò fatta la stessa costruzione della parte pre- 
cedente ; poiché come la base ABCD alla base 
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EFGII , Cosi sla 1’ altezza MN all’ altezza KL , 
e quest’ altezza KL è uguale all’ altezza MP. ; sa-, 
l'à la base ABCD alla base EFGH, come il ci- 
lindro AX all’ altro ES ; poiché sono ugualmente 
i.XII. alti * : ed è poi come l'altezza MN all’ altezza MP, 
*i3.XII.o KL, cosi il cilindro EO allo stesso ES *. Dun- 
que il cilindro AX sta all’ altro ES , come il ci- 
lindro EO allo stesso ES ; e perciò il cilindro 
AX è uguale al cilindro EO . E così pure si di- 
mostrerà per gli coni . C. B. D. 

N. B. La Proposizione 16 . non si trova più in 
questo luogo ; perchè si è da noi trasportata nel 
principio di questo Libro XII. : ed è precisa- 
mente il Lemma II. ( V.eggasi la Nota ad esso ). 

PROPOSIZIONE XVII. 

t ■ ■ • • . 

TEOREMA. 



Se la semicirconferenza di un semicerchio si 
divida continuamente per metà quante volte si vo- 
glia , e si congiungano i punti prossimi deile divi- 
sioni ; e che poi fatta un' identica operazione in. 
un altro semicerchio , si concepiscano eSsi rivolger- 
gli insieme coi rettilìnei che contengono intorno ai 
diametri :■ i solidi che da questi rettilinei si de- 
scrivono scu-anno tra loro in triplicata ràgione 
dei diametri . 

fig. 55 Sieno BAC , EDF due semicerchi i quali sup- 
pongami descritti intorno al comune centro O * 
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ed abbiano per diametri le_ BC , EF ; e divisa 
continuamente per metà la semicirconferenza BÀC 
nei punti A , K, si congiungaiio le BK , KA, 

AL , LC ; e -poi una simile operazione si faccia 
nel semicerchio ,EDF: dico phe i solidi che si de- 
scrivono dai rettilinei BKALC , EHDIF , nel ri- 
volgersi che fanno L semicerchi BAC , EDF in- 
sicm con quei rettilinei intorno ni loro diametri 
BC , EF , sieno tra loro in triplicala ragione di 
essi diametri BC , EF. . , 

Si uniscano le OH , OK . E poiché quella par- 
te eh’ è 1’ angolo EOH di quattro retti che sono 
intorno al centro O , la stessa è 1’ angolo BOK 
dei medesimi quattro retti ; perciò sarà l’angolo 
EOH uguale all’altro BOK: e ..quindi OH coin- 
ciderà con OK$ ed essendo OE ad OB , come OH 
ad OK 5 sarà EH parallela a BK , e 1’ angolo 
HEO uguale all’ altro KBO . Similmente si di- 
mostra che la OD passi per A , che DH sia 
parallela ad AK , e 1’ angolo ODI! uguale all’ an- 
golo OAK : e così in seguito . Ciò posto si ab- 
bassino dai punti K , II le perpendicolari KM , 

HP alla BC $ saranno simili i triangoli BKM , 

EHP i quali sono equiangoli: c quindi sarà BM 
ad MK , come EP a PH . Laonde i coni che da 
tali triangoli si descrivono nel rivolgersi- intorno 
ai loro lati BM , EP saranno anche simili * $*d. 2 /{. 
e perciò starà il cono descritto dal triangolo BMK 
a quello che descrive l’ altro triangolo EPH , in. 
triplicata ragione di KM ad IIP * , ossia di K 0 * I 2 -X.II. 
ad HO *, poiché per essere anche simi.li i tri- 
angoli MKO » PUÒ sta permutando MK a 
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~ ' PH , come KO ad HO Or ai prolunghi» 

no le AK , DH finché incontrino la' (>B pro- 
lungata in II , S : ed essendo simili i tri- 
angoli OAR , ODS , perché equiangoli , . i co- 
ni che da essi descrivotisi nel rivolgersi intor- 
no ai loro lati OR , OS. saranno anche simili 5 
e perciò starà il cono clic si descrive dal trian- 
golo OAR all’ altro che vien descritto dal triangolo 
ODS, in triplicata ragione di OA ad OD, ossia 
di OK ad OH . Ma é poi anche il triangolo KMR 
equiangolo e quindi simile al triangolo JIPS ; che 
perciò i coni che essi descrivono rivolgendosi in- 
torno ai loro lati MR, PS sono pure in triplicala 
ragione di KM ad IIP , ossia di OK ad OH. La- 
onde starà il cono descritto- dal triangolo AOR a 
quello che descrive il triangolo DOS , come il co- 
no descritto dal triangolo KMR a quello che de- 
scrive il triangolo HPS; e per conseguenza dovrà 
stare il solido descritto dal qnadrilineo KAOM nella 
sua rivoluzione intorno al. suo lato OM a quello che 
descrive il quadrilinéo HDOP nel rivolgersi intorno 
al suo lato OP, cornei! cono descritto dal triangolo 
* >9- V» AOR a quello che si descrive dal triangolo DOS*. 

E quindi siccome il cono descritto dal triangolo 
AOR sta a quello che descriveSi dal triangolo 
^ DOS in triplicala ragione di OK ad OH ; dovrà 
anche stare il solido descritto «lai qnadrilineo KAOM 
a quello che descrive l’ altro qnadrilineo HDOP in 
triplicata ragione di OK ad OH . Ma’ in questa 
stessa ragioni triplicata si è dimostrato esser anche 
il cono descritto da BMK a quello che si de- 
scrive da EPH . Dunque sarà 11 cono descritto da 
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BMK a quello che descrive EPH , come il solido " 
descritto dal quadrilineo KAOM a quello che 
descrive 1 ’ altro quadrilineo HDOP . E perciò 
sarà tutto il solido descritto dal rettilineo BKAO 
nel rivolgersi intorno a BO a quello che si descri- 
. ve dall’altro rettilineo EIIDO nella sua rivoluzio- 
ne intorno ad EO , come il cono descritto da 
BMK a quello che descrive EPH * , cioè in tri- * 12. V. 
jdicata. ragione di OK ad OH . E cosi conti- 
nuando a dimostrare , si conchiuderà in fine che 
sta 1’ intero solido descritto dalla rivoluzione del 
semipoligono BKALC nel rivolgersi intorno a BCall’ 
altro solido che descrivesi dal semipoligono EHDIF 
• nel rivolgersi intorno ad EF, in triplicata ragione 
di OK ad OK , ossia di BC ad EF . 

E perciò se la semicirconferenza . C. B. D. 

' \ PROP OSIZIONE XVIII. 


< teorema. 

• ; • ■ * . / / . . • 

Le sfere sono tra loro in triplicata ragione 

dei diametri . . , 

Sieno le sfere descrìtte intorno ai diametri BC, fg, 55, 
EF dai semicerchi. B AC , EDF : dico che la sfe- 

' # et. 

ra che ha per diametro BC ' stia a quella che ha 
EF per diametro , in triplicala ragione di BC ad 
EF. 

Imperocché se la sfera che ha per diametro BC 
non sta a quella che hà EF per diametro, in tri- 
plicata ragione di BC ad EF $ sia primieramente' 


Digitized by Google 


. ! ■. 

Lih. la. 96 Gli Elementi 

quest* ragione uguale a quella fieli a sfera cTie ha 
per diametro BC ad un’ altra minore di quella del 
diametro EF ; e quindi descritta da Un semicer- 
chio edf minore dell’ altro EDF , e che suppon- 
gasi avere lo stesso centro di questo . Si di- 
vida continuamente per metà la semicirconfe- 
renza ED h’ , finché si pervenga ad iscrivere nel 
semicerchio EDF la metà E11D1F di quel po- 
ligono di uh numero pare eli lati uguali , il 
quale non tocca il cerchio minore edf ; e poi 
.si divida continuamente per metà 1 ' altra semi- 
circonferenza BAG tante vòlte , quanto volte 
, si è cosi divisa la semicirconferenza EDF : si ver- 
/ rà in tal modo ad iscrivere anche nel semicerchio 
BAG la metà BKALC di un poligono di un ninnerò 
pare di lati uguali simile a quello di cui EHD1F 
era metà . Or se i due semipoligoni BKALC - 
EHDIF s’ intendano rivolgersi insieme coi semi- 
cerchi nei quali sono iscritti, e coll’altro edf in- 
torno ai rispettivi diametri , si verranno da quei 
semipoligoni a descrivere due solidi iscritti nelle 
sfere che si generano in- tal rivoluzione dai se- 
micerchi BAG , EDF 5 ■ e di più è manifesto ciré 
il solido descritto dal scmipoligoilo EHDIF non 
pcvisa toccare la sfera clic si descrive dal semicer- 
chio edf . Laonde dovendo stare il solido .descrit- 
to dal semipoligono BKALC a quello che descrive 
L altro EHDIF, in triplicata ragione di BC ad EF; 
e questa ragione essendosi supposto pareggiare 1 ’ al- 
tra della sfera che ha per diametro BC a quella 
che ha per diametro ef dovrà anche stare la sfera 
•del diametro BC à quella del diametro ef’, come il 
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sol /do descrìtto dal semipoligono BKALC all’ altro ' 1 
che si descrive dal semipoligono EHDIF. E quindi 
siccome la sfera del diametro BC è maggiore del 
solido descritto dal semipoligono BKÀLC , eie è 
in essa 5 dovrebbe perciò anche la sfera del dia- 
metro ef esser maggiore del solido descritto dal 
scmipoligono EHDIF » Ma n’ è minore , perchè 
questo la comprende : e ciò è impossibile . Non 
può dunque la triplicata ragione di BC ad EF essere 
Uguale alla ragione della sfera dpi diametro BC ad 
un'altra sfera minore di quella che ha EF per dia- 
metro. E similmente si dimostrerebbé, che la ragion . 
triplicata di EF a BC non pnò pareggiar la ragio- 
ne della sfera del diametro EF ad un altra sfera 
minore di quella che ha BC per diametro . 

Dico di più , che non possa la ragion triplicata 
di BC ad EF pareggiar la ragione della sfera del 
diametro BC ad una sfera maggiore di quella che 
ha EF per diametro . Poiché, s’ è possibile sia 
questa nuova sfera quella che si descrive dal ser- 
micerchio STV , maggiore dell’ altro EDF : stari 
invertendo la sfera descritta dal semicerchio STV» 
cioè quella che ha per diametro SV, alla sfera che 
ha per diametro BC, in triplicata ragione di EF a 
BC. Ma la sfera ehe ha per diametro SV sta a quella 
che ha per diametro BC,come la sfera il di cui dia- 
metro è EF ad un’altra sfera minore di quella del 
diametro BC:il che è manifesto; poiché la sfera del 
diametro SV è maggiore della sfera del diametro 
EF, Adunque dovrebbe la. triplicata ragione di EF 
a BC pareggiar la ragione della sfera del diame- 
tro EF ad una sfera minore di quella che Iki BC 
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J per diametro. Il che si è già dimostrato impossi- 

bile . Quindi nè anche può essere la triplicata ra- 
gione di BC ad EF uguale a quella della sfe- 
ra che ha per diametro BC ad un’ altra sfera , 
maggiore di quella che ha per diametro EF . Si 
è poi dimostrato che neppure poteva serbar tal 
ragione ad una sfera minore : perciò dovrà, ne- 
cessariamente essere la sfera del diametro BC a 
quella del diametro EF , in triplicala ragione di 
BC ad EF. C. B. D. 

i ** v/ » 
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PREFAZIONE, 


Il primo libro di Archimede sulla sfera e sul 
cilindro è, tra le non poche opere geometriche o- 
riginali di questo divino ingegno, il solo che possa 
presentarsi alla primiera istruzione de’ Giovani, che 
intraprendono la carriera geometrica. Esso forma 
la continuazione de’ Libri XI. e XII. degli Elementi 
di Euclide , o piuttosto è il complemento della 
teoria sul cilindro e la sfera, che questo Geome- 
tra aveva cominciata a trattare nel XII. Libro y 
ordinando c dimostrando alla sua maniera alcune 
importanti verità , che riguardano il rapporto di 
tali solidi , le quali erano state scoperte da Eu- 
dosso, come si rileva dalla lettera di Archimede a 
Dositeo , premessa al primo libro sulla sfera 
e sul cilindro , la quale è stata restituita alla sua 
integrità, con alcuni manoscritti , dal Professore di 
letteratura greca Giacomo Moor , coll’ assistenza 
<lel suo collega Roberto Simson . In un tal librar 
Archimede intraprende ad assegnare la misura di 
questi solidi, sì per riguardo alla loro superficie , 
che per rispetto alla solidità loro \ o che sieno 
interi, o pur tagliati con piani perpendicolari all* 
asse ; e finalmente assegna il rapporto della sfera 
al cilindro circoscritto, che rinvenne esser lo stes- 
so sì per la superficie , che per la solidità . Ed 
ei restò sì pago di questa bella scoperta , che, an- 
teponendola ad infinite altre importantissime da 
lui fatte , la volle per compagna fin -nella tomba « 
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voi 

. Queste verità Archimedee essendo state senza 
dubbio da lui rinvenute col metodo dei limiti, del 
quale fece tanto uso y e con tanto profitto , non 
potè egli poi dimostrarle ricalcando il cammino 
d’ invenzione ; poiché vi avrebbe in tal caso do- 
vuto includere In Considerazione metafisica dell’ 
infinito , che agli accurati Geometri antichi di- 
spiaceva non poco, come lontana dal vero rigore: 
che perciò dovè servirsi di ripieghi indiretti; e 
premetterci ancora non pochi lemmi . Or questi 
lemmi , e queste dimostrazioni di Archimede, seb- 
bene sieno di molto pregio presso i Geometri, per 
gli molti tratti di sublimità d’ ingegno che vi Si 
ravvisano ad ogni passo ; pure, non bisogna ne-* 
girlo , non eran sì facili a comprendersi e rite- 
nersi da’ giovani; e questa ragione ha fatto allon- 
tanare tutti coloro che hanno esposto un tal li- 
bro dal sistema di -dimostrare da lui tenuto ». 
Ma la maggior parte di costoro , avendo adottate 
le teorie dell’ infinito , si era di gran lunga al- 
lontanata dallo stile elementare, conveniente ad 
un libro di geometrica istituzione . Intanto fon* 
lunatamente è avvenuto , che le medesime ri- 
cerche fatte da me , per semplificare alcune di- 
mostrazioni del XII. Libro di Euclide, mi abbia- 
no somministrato il mezzo di conciliare nelle ve- 
rità Archimedee la semplicità e facilità delle di- 
mostrazioni , col rigor geometrico , eh’ era la pri- 
ma ed essenzial cosa, a cui doveva aversi riguar- 
do . lo mi souo dunque servito per le dimostra- 
zioni di esse di quell’ istesso ripiego indiretto , 
eh' Euclide aveva adottato nella dimostrazione del- 
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la Proposizione 18. del suo XII. Libro ; e del qua- 
le ini era avvaluto per dimostrare la io. , 11., e 
in. del medesimo Libro . Ili tal modo ho anche 
ottenuto un altro vantaggio, quello , cioè , di non 
far discernere in questi libri elementari la mano 
dei Geometri diversi che gli avean composti. Nello 
Note alla fine di questo volume si potrà più di- 
stesamente vedere quello che ho qui accennato ; e 
Vi si troveranno anche notate alcune altro neces- 
sarie modificazioni da me fatte in alcuni luoghi di 
questo libro di Archimede . Qui però conviene 
far ossei’vare, che le superficie curve dei tre corpi 
rotondi , che Archimede trasmutava speciosissima- 
mente in cerchi, le ho io esibite in rettangoli : poi- 
ché in tal modo non solamente riesce più como- 
do il servirsene nella pratica , ove spesso se ne 
ha bisogno \ ma anche era ciò necessario , per 
preparare i giovani , i quali debbono percorre- 
re l’ intera carriera delle Matematiche , all’ ap- 
plicazione dei Metodi Sommatoij , alla quadra- 
tura delle superficie curve , ove non si posso- 
no gli elementi di queste esprimere altrimenti , 
che secondo l’esibizione che ne ho data. Aggiun- 
gasi benanche , clic in questo modo mi è riusci- 
to più facile 1’ applicarvi per le dimostrazioni quel 
principio Euclideo , del quale qui sopra ho par- 
lalo . Affinchè però il giovane , imbellendosi 
a leggere Archimede , non concepisse il mini- 
mo dubbio per tal diversità : ed anche per lo 
motivo , che sì maravìgliose trasformazioni non 
fossero affatto dimenticate , ho rapportato in 
uno Scolio a ciascuno di quei Teoremi la corri- 
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spondenza che v’ era tra le mie esibizioni , e le 
Archimedee, riducendo facilmente quelle a queste. 

Non avendo poi Archimede esibite le superficie 
dei corpi rotondi per mezzo di figure rettilinee , 
.ha quindi tralasciato di recar ne’ suoi Teoremi la 
riduzione delle loro solidità a quelle di solidi termi- 
nati da piani , contentandosi solamente d’ indicai’» 
il rapporto, che v‘ era tra loro, e completando cosi 
in certo modo ciò, che aveva intrapreso a fare Eu- 
clide nella Proposizione io del XII. Libro de’suoi 
Elementi . Or è chiaro, che da tali riduzioni non 
si poteva ricavare verun vantaggio per la pratica; 
e perciò io vi ho aggiunto un teorema, nel quale 
ho stabilito il rapporto tra una piramide ed un 
cono: dal quale poi facilmente si deriva la ridu- 
zione del cilindro , o della sfera ad un solido ter- 
minato da piani . 

A questo libro di Archimede ho aggiunto l’al- 
tro de Circuii dimensione , che eon esso formava 
una sola dottrina 5 giacché era necessario per ri- 
durre in pratica le verità che vi si contengono „ 
JE siccome dopo tante approssimazioni sì grandi , 
che si sono ritrovate per la quadratura del cer- 
chio dai moderni Geometri , sarebbe stato strano, 
che io avessi ritenuta quella di Archimede ; per- 
ciò ho cercato tra le ultime quella , che fosse più 
energica , e per la quale non vi fosse bisogno che 
di soli artifizj elementari di Geometria, e di Arit- 
metica 5 e questa mi è sembrata esser quella dell’ 
illustre Geometra Giacomo Gregory, che ho espo- 
sta in una maniera semplicissima , C molto adat- 
tata alle menti dei giovani . 
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IL PRIMO LIBRO 

DI ARCHIMEDE 


SULLA SFERA E SUL CILINDRO 


— m I . 

DEFINIZIONI. 


i. Se da un punto della circonferenza del semi- 
cerchio generatore di una sfera si abbassi la perpen- 
dicolare al diametro ; ciascuno di que’sobdi che vicn 
descritto da uno de’ due semisegmenti circolari ne’ 
quali resta diviso il semicerchio, si dirà segmenti» 
sferico : e 1’ altezza di esso sarà quella parte del dia- 
metro , che gli corrisponde nel scmisegmento , che 
lo genera . 

2 . Il settore sferico è quel solido , che si descri- 
ve da un settore circolare , il quale si rivolga in- 
torno ad uno de' suoi raggi immobile , finché ri- 
torni dove cominciò il suo moto . 

Un tal solido è composto da un segmento sferi- 
co al quale vi sia aggiunto , o pur ne sia tolto quél- 
cono la cui base è il cerchio , eli’ è base di esso 
segmento , ed il vertice è il centro della sfera . 

3. Il rombo conico è quel solido , che si descri- 
ve da un triangolo qualunque , il quale si rivolga 
intorno ad un suo lato , che comprende angoli acu- 
ti con ciascuno dei rimanenti . 

E’ chiaro che un tal solido sia composto da due 
coni , i quali hanno lina base comune , cd i loro 
assi per dritto . 

,, , 
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1. La linea retta è la più breve di quante linee 
si tirano da un punto ad un altro . 

2. Le due tangenti , che da un punto preso fuo- 
ri di un cerchio si conducono al cercliio sono mas- 
giori bell’ arco circolare , che resta tra i contatti . 

3 . Il piano è la minima di tutte le superficie che 
hanno gli stessi termini . 

4. Se vi sieno due superficie comunque composte 
da altre superficie curve , o piane , ed esse sieno con- 
cave verso uno stesso piano , nel quale hanno co- 
mune il loro termine : di queste sarà sempre mino- 
re quella , eh’ è compresa , tuttoché avesse coll’ al- 
tra una parte comune . 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

Se s' iscriva un poligono in un cerchio ; il pe- 
rimetro di questo poligono iscritto sarà minore della 
circonferenza del cerchio . 

Ciò è chiaro ; poiché ciascun lato di un tal po- 
pr. 1. ligonoe minore dell’arco, che da esso è sotteso *. 

• PROPOSIZIONE IL | 

TEOREMA. 

Se si circoscriva un poligono ad un cerchio ; il 
perimetro di questo poligono circoscritto è maggio- 
re della circonferenza del cerchio. 

57. Al cerchio BFL vi si circoscriva il pob’gono 
AKGEC : dico che il perimetro di un tal poli- 
gono sia maggiore della circonferenza del cerchio . 

Poiché le tangenti 
dell’ arco BL , eh’ è 


fis- 


pr. a. 


BA , AL sono 
tra i contatti * 


maggiori 
$ è simil- 
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•te le tangenti BC, CD sono maggiori dell’ arco BD; 
le DE,EF maggiori dell’arco DF,le FG,GH mag- 
giori deH’arco FH; e le HK, KL maggiori dell’arco 
11 L: perciò l' intero perimetro del poligono è mag- 
giore della circonferenza del cerchio . C. B. D. 

PROPOSIZIONE III. 

teorema. 


Ogni cerchio é uguale ad un triangolo rettan- 
golo , di cui un lato intorno all' angolo retto , 
rappresenti la circonferenza del cerchio , e 1' altro 
.sia uguale al raggio . 

Sia il cerchio ABCD descritto col raggia OA , ^ gg 
ed intorno al centro O; ed un lato XY, che coni - J 
prende l’angolo retto in X del triangolo rettango- 
lo ZXY , rappresenti la circonferenza del cerchio 
ABCD , 1’ altro lato ZX sia uguale aT raggio OA : 
dico che questo triangolo ZXY sia uguale al cer- 
chio ABCD . 

Poic hè se il triangolo ZXY non è uguale al 
cerchio ABCD , dovrà pareggiare un cerchio mi- 
nore di ABCD, o pur maggiore . Suppongasi pri- 
mieramente uguale ad un cerchio minore di AECD, 
e sia questo 1' altro , abed descritto intorno allo 
slesso centro O. S’iscriva nel cerchio maggiore ABCD 
un poligono AEBFCec. di un numero pare di la- 
ti uguali , il qual non tocchi il cerchio minore 
abed : è chiaro , che se dal centro O si tirino i . ' 
raggi ai vertici degli angoli di questo poligono "f 
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resterà esso diviso in tanti triangoli , quanti sono 
i suoi lati: e poiché le perpendicolari, che dal centro 
O si abbassano su i lati uguali del poligono iscritto 
nel cerchio, sono uguali *; perciò que' triangoli sa- 
* i4.Hl. ranno tutti ugualmente alti; c quindi la somma loro, 
cioè il poligono , dovrà essere uguale ad un solo 
triangolo, che ha per base la somma delle basi di 
n quelli, cioè il perimetro del poligono, e per altezza 
la OP , loro altezza comune . Adunque essendo la 
circonferenza del cerchio ABCD maggiore del pe- 
rimetro del poligono AEBFCec iscritto in esso , 

■ si tagli dalla XY la Hy uguale a questo perime- 
tro , e similmente si prenda sulla XZ la Xz u- 
gualc alla OP, eh’ è minore del raggio OA , o sia 
di XZ , e poi si congiunga la zy : sarà il trian- 
golo uguale al poligono AEBFCec. Ma questo 
triangolo è minore dell’altro ZXY, che si è supposto 
pareggiare il cerchio ubed ; quindi dovrà esser an- 
che il poligono AEBFCec. minore di un tal cerchio. 
Lo che ripugna : poiché quel poligono comprende 
il cerchio ABCD . E perciò non può il triangolo 
ZXY esser uguale ad un cerchio minore di ABCD. 

Or dico che uè anche possa quel triangolo ZXY 
pareggiare un cerchio GHKL maggiore di ABCD. 

< Poiché se lo può , suppongasi quel cerchio descrit- 
to intorno allo stesso centro O , e s’ iscriva in 
esso il poligono GMHNKec, di un numero pare di 
lati uguali, che non tocchi il cerchio minore ABCD, 
E poiché il perimetro di questo poligono è mag- 
giore del perimetro di quell’ altro simile ad esso, che 
si potrebbe circoscrivere al cerchio ABCD; c questo 
è maggiori; della circonferenza del cerchio ABCD, 
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(e quindi della XY; sarà perciò anche il perimetro ' 

del poligono GMHNKec. maggiore della XY. Ciò 
posto si prolunghi questa XY in T, finché la XT 
sia uguale al perimetro del poligono GMHNKec.} 
c prolungata anche la XZ in R, finché XR sia u- 
guale alla perpendicolare OQ, che dal centro O si 
abbassa sopra un lato del poligono GMHNKec. , 

]a quale è maggiore del raggio OA , si congiunga 
RT : sarà il triangolo RXT uguale al poligono 
GMHNKec. . Quindi siccome il triangolo RXT 
è maggiore dell’ altro ZXY , anche il poligono 
GMHNKec. dorrebbe esser maggiore del cer- 
chio GHKL nel quale è iscritto . Lo che ripu- 
gna. Laonde neppur può il triangolo ZXY esser 
Uguale ad un cerchio maggiore di ABCD. Ma qui 
sopra si è dimostrato , che non poteva quel trian- 
golo pareggiare un cerchio minore dello stesso 
‘ABCD ; dovrà perciò essere uguale a questo cei> 
cbio . C. B. D. 

Scol. I lati XY , xy dei due triangoli ZXY , 
sX.y rettangoli in X, rappresentino le circonferenze 
di due cerchi, c‘ gli altri due lati XZ, xz, che sono 
anche intorno all’ angolo retto , sieno rispettiva- 
mente uguali ai raggi degli stessi cerchi ; saranno 
«ssi triangoli ZX\, zX,}-, uguali ai cerchi de’ raggi 
XZ , Xz *: e quindi siccome questi cerchi sono tra * 3 . 
loro, come i quadrati de’ diametri, o pur de’ rag- 
gi XZ, Xz *; perciò dovrà anche stare il triango- * 2.XII 
lo ZXY al triangolo zXy come il quadralo di XZ 
a quello di Xz . Ma i triangoli ZXY , zXy sono 
rispettivamente le metà dei rettangoli di ZX in 
XY, c di zX in Xy 5 quindi sarà pure il reltan- 
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golo di ZX in XY a quello di zX in Xjr , come 
il quadrato di ZX a quello di zX ; e permutan- 
do starà' il rettangolo di ZX in XY al quadrato 
di ZX , come il rettangolo di zX in Xy al qua- 
drato di zX , cioè starà XY a ZX , come Xjf a 
* i. VI. xX * ; e di nuovo permutando X\ r ad Xy , come 
ZX a zX . Vale a dire 

• Le circonferenze de' cerchi sono tra loro come j 
raggi . ' • . 

> ' • * ’ ■ 

PROPOSIZIONE IV. 

■ 

teorema. 

■ '• , . . V 

Se in un cono s' iscriva una piramide a base 
equilatera ; la superficie di questa piramide , sen- 
za la base , è uguale ad un triangolo rettangolo , 
di cui un lato intorno all' angolo retto sia uguale 
al perimetro, della base della piramide , e l' altro 
lato sia quanto V altezza di uno de ' triangoli u- 
guali , che formano la detta superficie . 

fig- 59*’ S ,a *1 cerchio BAC la base di un cono, ceret- 
ti li neo equilatero BAC iscritto in questo Cerchio 
dinoti la base della piramide iscritta nel cono ; 
e sia inoltre il triangolo rettangolo EFG , di cui 
un lato FG intorno all’ angolo retto è uguale al 
perimetro del rettilineo BAC , e l’altro lato FE 
è quanto 1’ altezza di uno de’ triangoli uguali, ebe 
contengono quella piramide : dico che questo tri- 
angolo EFG pareggi lsr superfìcie della piramide , 
senza la bas« . - 
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Poiché sono uguali i lati del rettilineo ABC; per- 
ciò i triangoli clic contengono la piramide saran- 
no perfettamente uguali ; e per conseguenza avran- 
no anche uguali le loro altezze , e ciascuna di 
queste verrà rappresentala dalla FE . Laonde se 
la FG si divida nelle FH , I1K , KG uguali allo 
AB, BC , CA , e si congiungano le EH, EK; i 
triangoli FEH , HEK , KEG avendo la stessa al- 
tezza di quelli , che contengono la piramide , gli 
saranno uguali : e perciò la somma di questi , cioè 
la superficie della proposta piramide , senza la 
base, dovendo pareggiare la somma di quelli, sa- 
rà uguale al triangolo El ? G. C. B. D. 

PROPOSIZIONE V. 

\ teorema. 

■ * * A • * 

Se i punii ne ' quali due lati di un cono in- 
contrano la circonferenza della sua base si unisca- 
no con una linea retta • n' emergerà un triangolo , 
che sarà minore della superficie conica eh' ei sot- 
tende « ’ . 

t. . c , * . 

• * ••*.** ** • \ 

N. B. Chiamasi lato del cono 1' ipotcnusa del 
triangolo rettangolo generatore di questo solido , 
qualunque sia il luogo , ov’ ella si ritrovi .in una 
tal genesi . . E lo stesso potrà dirsi del lato del 
cilindro nella Propos. seguente • ■ 

\ ' 1 •• * •’ '* „ v. . 

<. • Sieno DA, DC due lati del cono BACD , ed i fig. 60 . 
punti A , C ne’ quali essi incontrano la circon- 
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• t 

~ ferenza BAC si congiungano dalla AC : Jico che 

il triangolo ADC sia minore della superficie co- 
nica , eh’ ci sottende . 

e* Sia una tal superficie quella, di’ è rappresentata 

dalla ABCD . Si seghi 1’ arco ABC per meta in 
B , e si uniscano le AB , BC , I)B : saranno i due 
triangoli ABD,BCD maggiore del triangok>ADC(*). 

fg. 6 i. (*) ,, Imperocché se si éostiluiscanò al centro d 

y> del cerchio acb descritto col raggio da uguale a 
n DA, i tre angoli adb, bdc , ede uguali ri&petliva- 
» mente ai tre altri angoli ADB , BD.C , CDA^ é 
» chiaro, che il punto e non potrà cadere in a j 
» poiché altrimenti i tre angoli adb , bdc , ede , e 
» quindi i loro uguali in D formerebbero quattro 

* ai, XI. », Laonde l'arco ce sarà minore dell’arco 

il cea. Ma l'arco ce è anche minore dell’arco eba 5 
» poiché idue angoli cdb } bda sono maggiori dell’ 

* 20 .XI. » angolo ede * : adunque la corda ca dev’ esser 

» maggiore della corda ce . Or si congiungano le 
•» ab , bc, ce , e la bd incontri la ca in ire, gli dovrà 
» essere perpendicolare : e perciò i due triangoli 
» bdc , bda, che sono uguali , parleranno insie- 
mi me pfesi il rettangolo di bd , loro base comune, in 
» età , altezza di uno di essi . E se si abbassi da d 
3> sopra ce la perpendicolare dn, il triangolo dee , 
» eh’ è doppio dell’ altro dnc sarà anche uguale 
». al rettangolo di dn base comune alle sue due 
)> metà- ndc , nde in tic altezza di una di que- 
» ste. Per lo che siccome crei si è dimostrata mag- 
li giore di ere,, e che db è maggiore di dn ; il primo 
•» de’ detti rettangoli sarà maggiore dell’ altro j 
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Si supponga esser II l’eccesso di quei due tri- ““ ~ — “ “ 
angoli su di questo f sarà H o minore dei seg- 
menti circolari AFB, Bl'C, o pure "non minore. 

Sia in primo luogo non minore. E poiché la super- 
ficie BAED composta dalla superficie conica AEBI), 
e dal segmento circolare AEB ha gli stessi termi- 
ni , che il triangolo ABD , sarà essa maggio- 
re di questo triangolo * . Similmente 1’ altra super- * P r ■ 3 - 
fide BCFD composta dalla superficie conica BFCD, 

« dal segmento BFC è maggiore del triangolo BDC: 
c perciò l’intera superficie conica. ABCD insieme 
coi segmenti circolari AEB , BFC è maggiore dei 
triangoli ADB , BDC. Ma si è supposto , che lo 
spazio H sia non minore di quei segmenti circo- 
lari ; quindi la superficie conica ABCD insieme 
collo spazio H 6 maggiore dei triangoli ADB, BDC > * 
c perciò, anche del triangolo ADC insieme collo 
spazio II , la qual somma s’ era supposta uguale a 
quelli triangoli . Laonde , toltone di comune lo 
spazio H ; sarà la rimanente superficie conica ABCD 
maggiore del triangolo ADC . 

Sia adesso lo spazio H minore dei segmenti cir- 
colari AEB, BFC. Si dividano per metà gli archi 
AB, BC in E, F, e si uniscano le AE , EB , BF, 

FC ; larà ciascuno dei triangoli ÀEB , BFC mag- 
giore della metà del segmento circolale nel quale 
consiste: poi che sesi tirìnoper gli punti, E, F le tan- 

» cioè i due triangoli cdb , bda , o i loro uguali 
« CDB, BDA saranno maggiori del triangolo ede, 

» o dell’ uguale CDA . Come si è qui sopra as- 
» stìnto . -i 1 
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— — genti al cordilo , c si compiano ì parallelogrammi 
sulle AB , BC ; ogni triangolo di quelli è k me- 
tà di ciascuno di questi parallelogrammi, eh è mag- 
giore del segmento circolareol quale è circoscritto: 
clic perciò se si continui a dividere in due parti u— 
gualile metà degli archi AB, BC, dovrà finalmente 
pervenirsi a dei segmenti circolari minori dello spa- 

«].i.XIL*ioH*i»ieuo questi quelli che insistono sulle linee 
rette AE, EB, EF, FC, e si uniscano le DE, DI’. E 
poiché la superficie EAGD composta dalla superfi- 
cie conica AGED, e dal segmento circolare AGE è 
maggiore del triangolo ADE; e clic l'altra superficie 
BEMD è maggiore del triangolo EDB: sarà perciò 
tutta la superficie MBEAGD, che compouesi dallasu- 
perficie conica AEBD,e dai segmenti circolari AGE, 
EMB maggiore dei triangoli ADE, EBD. E quindi 
essendo i triangoli AED, DEB maggiori del trian- 
golo ABD; sarà molto più la superficie MBEAGD* 
maggiore del triangolo ADB . Per la stessa ragio- 
ne r anche la superficie KBFCLD è maggiore del 
triangolo BDC. Quindi le due superficie MBE AGI> 
c KBFCLD , cioè la superficie conica ABCD, in- 
sieme coi segmenti circolari AGE , EMB , BKF , 
FLC sarà maggiore dei triangoli ABD, DBC . Ma 
questi triangoli sono uguali al triangolo ADC in- 
sieme collo spazio li ; e quei segmenti , che ab- 
biamo nominati , sono minori di esso spazio H : 
perciò la rimanente superficie conica ABCD è mag- 
giore del triangolo ADC . C. B. D. 

Cor. Quindi se s' iscrìva in un cono una pira- 
mide-, la superficie di questa è minore della super- 
ficie del cono , a un considerandovi le loro basi » 
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Poiché ciascuno dei triangoli , che comprendo-"”' ‘ 
no la piramide è minore della superficie conica , 
che esso sottende . " • • . • . 

, . * ■ •••/ \ 

PROPOSIZIONE TI. 

/ . , • '< ■, * • » : T 1 

TEOREMA. 

Se al cerchio di' è base- di un còno si tirino 
due tangenti , le quali sì incontrino fra loro ; i 
triangoli , che avranno per basi queste tangenti , c 
per vertice quello del cono saranno maggiori della 
superficie conica , che da essi si comprende . 

Sia il cerchio ACB la base di un cono, che h *fig. Sa. 
per vertice il punto E ; e 1 ad un tal cerchio si 
tirino le due tangenti AD, CD , le quali s’incon- 
trino in E, e si uniscano le AE, DE , EC : dico 
che i triangoli AED , DEC sieno maggiori della 
superficie conica ABCE contenuta dai lati AD 
DC del cono , e dall’ areo ABC . 

Si divida quest’arco ABC per metà in B, e per 
B si tiri al cerchio ACB la tangente GBF , la 
quale incontri le AD DC ip G , F ; sarà questa 
tangente parallela alla corda AC tirata fra i con- 
tatti A , C : finalmente si congiungano le EF , 

EG. E poiché le FD, D G sono maggiori di FG, 
aggiuntevi di comune le AG, CF, sai-anno le AD, 

DC maggiori delle AG,. GF, FC . Or la tangen- 
te AD è perpendicolare al raggio AO del cerchiò * 
ACB, e questo raggiò è la comune sezione di un tal 
cerchio, eh’ è base del cono, e del {riangolo AOE» 
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* * • 

che Io descrive -, clic perciò la DA dovrà esse» 
M.4.XI. perpendicolare al piano del triangolo AOE* , a 
(pimeli alla AE , che esiste in Un tal piano; e si- 
milmente si dimostrerà , che ogn’ altro lato EB , 
EC del cono sia perpendicolare alla tangente il 
cerchio ACB nel suo estremo B, C . Quindi i 
triangoli E AD , ECD , AEG , GEF , FEG han- 
no tutti la stessa altezza, cioè il lato del cono ; e 
perciò i due primi staranno agli altri tre, come 
AD , BC ad AG , GF^ FC ; la qual cosa si di- 
mostra facilmente. Per lo che essendo le AD , 
DC maggiori delle AG, GF , FG , saranno an- 
' che i triangoli AED , DEC maggiori dei triangoli 
AEG , GEF , FEC . Dinoti lo spazio H l’ec- 
cesso di quei due primi triangoli su questi tre 
altri; potrà H esser minoro de’ Irilinei AGB , r 
BFC , compresi dalle tangenti AG , GF , FC , e 
dagli archi circolari AB , BC tra i contatti , t* 
pur non. minore . ' . > 

Sia primieramente H non minore di questi trili— 
nei . E poiché i triangoli AEG, GEF, FEC , e& 
il quadrilatero AGFC compongono una superficie^ 
e questa, e l'altra superficie, che si compone dalla 
superficie conica ABCE , e dal segmento cir- 
colare ABE hanno gli stessi termini nel piano. 
AEC , cioè i lati del triangolo AEC , e sono, 
entrambe rivolte colla loro concavità verso que- 
sto piano ; perciò sarà quella prima superficie 
pr. 4. maggiore della seconda *. Laonde toltone di comu- 
ne il segmento circolare AEC resterà la somma 
dei triangoli AEG , GEF , FEC , e de’ trilineì 
AGB, BFC maggiore della superficie conica ABCE. 


Digitized by Google 


sulla Siterà e sul CìMndro . 117 Lìb. 

Ma Io spazio II si è supposto non minore de'trilinei 
AGB , BI’C ; dunque sarà anche Io somma di quei 
tre triangoli, e dello spazio H maggioie della su- 
perficie conica ABCE 5 e perciò sicci me quei tre 
triangoli insieme collo spazio II erano Uguali ai 
due triangoli AER , DEC ; cosi anche questi 
saranno maggiori della superficie conico AECE . 

Che se lo spazio II si supponga minore de' tri- 
linci AGB -, BFC ; si Inseghino gli archi AB, BC 
nei punti K , L , per gli quali si tirino al cer- 
chio ACB le tangenti MN , XR ; queste taglie— 
rarflno da essi trilinei AGB. BFC i triangoli MGN, 

XFR , che ne snnn più che la metà. Imperocché 
se congiuugasi AK , essendo AM uguale ad 
MK , ed MK minore di MG « sarà anche AM 
minore di MG, c quindi il triangolo GKM essen- 
do maggiore dell’altro MKA*,c molto più chela* t» VI^ 
metà del trilinco GKA ; e cosi pure dimostrando, ' 
che il triangolo GKN sia più che la metà del tri- 
lineo GKB , ne segue che l’ intero triangolo MGN 
sia più che la metà del trilineo AGB : e similmente 
si dimostra che il triangolo XFR sia più che la 
metà del trilineo BFC 1 Se duuqne si continuino 
a dividere per metà gli archi AK, KB, BL , LC , 
e si tirino le tangenti .al cerchio ACB , si dovrà 
pervenire finalmente a de’ tt ilitiei minori dello spa- 
zio Il * . Sicno questi i trilinei AMK, KNB, BXL, * ] t j,XJ 
LRC , e si congiungano le ME, NE , XE, RE . 

Si dimostrerà come poc’ anzi, che i triangoli AEG 
GEF , FEC sicno maggiori dei triangoli AEM , 

NIEN, NEX , XER , REC ; poiché le tasi AG» 

GF, FC di quelli , -insieme prese, sono maggiori 
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della somma delle basi AM, MN , NX,, XR ,*RC 
- di questi , e l'altezza loro comune è il lato del 
cono: e. olle la superficie -composta dai triangoli 

AEM , MEN , NEX , XER , REC , e dahreiti- 
lineo AMNXRC , avendo gli stessi termini nel 
piano AEC coll’altra superficie composta dal seg- 
mento circolare ABC , e dalla superficie conica 
ABCE , e comprendendola , ne ' sia maggiore . 
. Che perciò togliendone di comune il segmentò 
circolare ABC, resteranno i triangoli AEM 
MEN , NEX , XER , REC insieme oo' trilinrei 
AMK, KNB, BXL, LRC maggiori dèlia super- 
ficie conica ABCE. Ma quei trilmei si erano sup- 
posti minora dello spazio JI5 quindi anello la som- 
ma dei triangoli AEM, MEN,, NEX, XER, REC, 
e di H , cioè i triangoli AEG, GEF , FEC , 
presi insieme, saranno maggiori della superficie co- 
nica ABCE. E finalmente dovrà molto più la som- 
ma de 1 due triangoli AED, DEC, clic sono mag- 
giori dei triangoli AEG , GEF , FEC , esser mag- 
gióre della stessa superficie conica ABCD. C.B.D. 

Còr. Si rileva da ciò , che là su pei fi eie eli una 
piramide circoscritta ad un cono , sia maggiore 
della superficie del cono , non considerando le lo- 
ro basi. / 

Poiché si è dimostrato , che i due triangoli- chó 
hanno per basi le tangenti il cerchio base del co- 
no , le qifali s’ incontrano , e per vertice, quello 
del cono sono maggiori della superficie cònica j 
che resta tra essi . E cosi continuandosi a dimO- 
strare’, se ne conchiuderà ciò elle si è enunciato . 

Di più, che se vi sia un'altra piramide la qua- 
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le Ubbia anche per vertice quello del cono , e per ~ ”~ 
bitte un poligono simile a quello , c/t’ è base della 
piramide circoscritta al cono , e maggiore di. esso • 
la superficie di quest' altra piramide , sarà pure 
maggiore di quella del cono , non considerandovi 
le loro basi . • : ' ' 

Poiché è chiaro, che ciascun triangolo rii que- 
sta seconda piramide è maggiore del corrispon- 
dente nella piuma, per averne la base, e 1’ altezza 
knaggiore . , ’ * . . . ! 

‘ PROPOSIZIONE VII. - 

l . . •»*'“'.* - • 

* ** . ' • *■ ' - ’ ^ , •’ > . 

teorema. 

, 1 ’ l 

• . ’ > . • * 

Se si congiungano gli • estremi corrispondenti 
di due lati di un cilindro ; n' emergerà un quadri* 
luterò minore della superficie cilindrica, c /tesso sot- 
tende . - 

' - . * • , - . J * » 

t % • ' > é, ■ t •» 

Sia il cercbio AEB la base di un cilindro , e fig , 
CFD il piano opposto ad esso . Sieno inoltre AC, 

BD due lati di questo solido , ed AB , CD le cou- 
giungenti i loro tèrmini corrispondenti : dico che 
il quadrilatero ABCD sia minore della superficie 
cilindrica AEBDFC , ch“ esso sottende . ■ 

Si dividano per metà i due archi AB ,■ CD nei 
punti E , . F-; e si uniscano le AE , EB , CF , 

FD. E poiché le- AC , BD sono uguali, e paralle- 
le all’ asse del cilindro , saranno uguali , e pa- 
rallele tra loro y e perciò la figura ABDC è uh. 

parallelogrammo , il quale è. chiaro che sia rettali- , 

• f ‘ ' ' ' * * . ' . > ’ 
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polo , ed abbia la stessa altezza del cilindra : e 
similmente si dimostra , che sieno parallelogram- 
mi rettangoli le figure AF , FB , e che abbiano 
per loro altezza quella del cilindro . Laonde i tre 
rettangoli AF , FB , AD sono ugualmente alti ; e 
perciò staranno i due rettangoli AF , FB , presi 
insieme, all’altro AD, come AE,EB ad AB. Ma 
la somma delle AE , EB è maggiore di AB : adun- 
que anche i rettangoli AF , FB saranno maggiori 
del rettangolo AB.. Dinoti lo spazio H l'ecces- 
so di quelli su questo : sarà un tale spazio H o 
minore dei segmenti circolari AGE , EKB, CLF, 
FMD , o pur non minore . 

Sia primieramente non minore. E poiché la su- 
perficie GEACFL composta dalla superficie cilin- 
drica, eli’ è tra le CA f FE, c dai segmenti circo- 
lari AGE , CLF è maggiore del rettangolo ACFE 
f pr. 3. con cui ha gli stessi termini* , cioè le linee rette 
AC , CF , FE , E A : c che similmente 1’ altra 
superficie KEBDFM è maggiore del rettangolo 
EBDF ; perciò le due superficie GEACFL , 
KEBDFM, prese insieme, cioè la superficie cilindrica 
AEBDFC , eh’ è sottesa dal rettangolo ABDC , 
insieme coi segmenti circolari AGE , EKB , 
CLF , FMD sarà maggiore dei rettangoli AF , 
FB . Ma questi rettangoli sono uguali ali’ altro 
ACDB insieme collo spazio li : quindi la superfi- 
cie cilindrica AEBDFC insieme con quei segmenti 
circolari, sarà maggiore del rettangolo ACDB insie- 
me con II. E poi II maggiore dei segmenti circola- 
ri ; perciò dovrà quella rimanente superficie cilin- 
drica cs^cr maggiore del rettangolo ACDB, 

r"' - 
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Sìa ora lo spazio H minore di quei segmenti cir- 
colari. Si divida per metà ciascun arco AE , ED, 
CF , FD , poi le loro metà dividansi anclie in 
due parti uguali, c ciò si continui a fare, finché vi 
restino dei segmenti circolari minori dello spa- 
zio H * : sieno questi quelli, .che insistono sulle li- 
nce rette AG , GE , EK , KB , GL , LF , FM , 
AID . Dimostreremo, come nella parte precedente, 
che i rettangoli AL , GF , EM , MB sieno mag- 
giori degli altri AF , FB $ e che le superficie ci- 
lindriche , che sono comprese tra i lati AC, GL 5 
GL , EF ; EF , KIVI 5. KM , BD insieme coi seg- 
menti circolari, clic hanno per corde lo AG, GE, 
EK, KB, GL, LF, FM , AID , cioè l’intera su- 
perficie cilindrica , eh' è Ira le AG , BD insieme 
con quei segmenti circolari, sia maggiore dei ret- 
tàngoli AL , GF , EM , MB , e quindi anche de- 
gli altri AF , FB , ossia del rettangolo AGDB in- 
sieme collo spazio II . Per lo che essendo quei 
segmenti circolari minori dello spazio H : dovrà 
la rimanente superficie cilindrica AEBDFC esser 
maggiore del rettangolo AGDB . C. B. D. 

Cor. Quindi se s' iscriva un prisma in un cilin- 
dro ; la superficie del prisma è minore della super- 
ficie del cilindro , non considerandovi le loro basi. 

Imperocché ciascun parallogrammo, che compone 
la superficie del prisma, è minore della superficie 
cilindrica., eh’ è costituita fi» di esso i 

• V ... 

•• • • ’ _ . ‘ 1 ; 

». : ' * . * ., • . ■ »*•••*' 

: „ • ' - • • ; . A ' \ K 
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. PROPOSIZIONE Vili. 

• i ' 

* ». * . ** # ‘ •; 

TEOREMA. 

• ; * • * , .1 

Se per gli estremi di due lati di un cilindro , 
si tirino le tangenti ai cerchi , che sono le basi di 
questo solido , le quali s' incontrino fra loro-, unen- 
do questi punti di concorso n emergeranno due 
rettangoli maggiori della superficie cilindrica com- 
presa tra essi . . , . . 

N •.•** * * * * .* 

fg. 64 . Sia il cerchio AGB ttha delle Basi di un cilin- 
dro , e CG , AE sieno due suoi lati : per gli 

estrèmi A , C , E , G de’ quali sicuo tirate ai 

cerchi ACB, EGF , basi del cilindro % le taugenti 
AD j CD,; EH , GII * che s',.incontrino fra loro 
in D, ed H j e questi punti si uuiscauo colla DH: 
dico che i quadnletari DCGH , DAEH sieno due 
rettangoli, i quali insieme presi sono maggiori della 
superficie cilindrica, eh’ essi 'Comprendono , cioè 
di quella, eh’ c terminata dai lati E A , -GC , e 
dagli archi ABC , EFG . ; 

Si tirino, Ip AC , EG fra i contatti . E poi- 
ché le- EH h AD som» perpendicolari al lato 

AE del cilindro , esse saranno tra loro paralle- 
le ; e per la stessa ragione sono anche parallele 
le GII, CD . Laonde l’angolo EHG è uguale all* 
angolo ADC ; e perciò i triangoli isosceli EHG , 
ADC ,. avendo uguali le loro Lasi AC , EG , 
ed il loro angoli verticali , e quindi quelli che 
sono adiacenti alle Basi , saranno perfettamente 
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Ugnali. Adunque EH è uguale ad Al): ma- gli ora 
pure parallela , perciò il quadiilatero ADHF v un 
. parallelogrammo-: e lo stesso può dirsi dell' all ri* 

J)CGH ; ed -è poi chiaro , 1 eh* essi sieno rettan- 
goli ugualmente alti , che il cilindro . Ciò posto , 
si Inseghino gli archi' ABC, EFG in B, F ' , e per 
questi punti si tirino ai cerchi ACB , EGF le tan- 
genti KB'L , IFM , e si congiungano le 1K , LM. 

$i dimostrerà come poc 1 anzi , che i quadrilateri 
EAKI, IKLM, LMGC sieno rettangoli^: e sicco- 
me le basi DA, DC de’ duo rettangoli DE^ I)G 
sono maggiori delle Basi AK , KL, LC de’ tre 
altri rettangoli KG, KM , LG’, perciò que’ due 
saranno maggiori di questi tre . Sin lo sjiazio O 
1’ eccesso di quelli su questi ; sarà questo spàzio 
O o minore dei Irilinci CLB , BKA , GMF ,- 
FIE , o pur non minore . ■ 0 

Sia in primo luogo non minore . E poiché la 
superficie , clic si compone dai tre réttangòll 
Al, IL, LG, c dai quadrilateri ELMG , Aki.C 
ha gli stessi termini nel piano ■ EACG coll’altra 
superficie, clic si compone dalla siiperGcio cilindri- 
ca , . eli’ è tra i lati E A , GC- del '• cilindro i o' 
gli archi EFG , ABC , c dai segmenti « Circolari 
EFG , ABC$ e clic di più la prima, e la seconda 
sono entrambe contate verso untai pianto EACG, 
e quella comprende questa ; perciò la. prima ' 
sarà maggiore della seconda * . Laonde to- * pr. 4- 
gliendone di comune i segmenti circolari ABC T 
EFG, resteranno Jl tre rettangoli AI ', KM, LG 
insieme co’ trilinei EIF , FMG ,, AKB BLC 
maggiori della superficie cilindrica , eh’ c racchiusa 


Di 
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dalle EA , GC , e dagli archi EFG , ABC * 
Ma lo spazio O si c supposto non minore di quel 
quattro trilinei ; quindi sarà anche la somma dei 
tie rettangoli AI, Kì\I, LG, e di O maggiore della 
stessa superficie cilindrica : e siccome quei tre ret- 
tangoli insieme con O, pareggiavano i due ret- 
tangoli DE , DG ; così saranno anche questi mag- 
giori della superficie cilindrica ABCGFE . 

Clic se lo spazio O si supponga minore de’ tri- 
linei AKB , BLC , EIF , FMG ; allora si Inse- 
ghino continuamente gli archi AB, BC, EF , FG, e 
si tirino ad essi le tangenti Cliché si pervenga a 
de’ trilinei minori dello spazio O ; e poi il resto 
della dimostrazione si continui, come nella Prop. 7. 

Cok. Quindi si rileva che la superficie di un prisma 
cìrcoscrittp ad un cilindra sia maggiore della super - 
fide Qel cilindro , non considerandovi le loro basi. 

Poiché si c dimostrato , che dde rettangoli , che 
toccano un cilindro, ed hanno da una parte un 
Jato comune, e dall’altra sono terminati da due lati 
del cilindro , sono maggiori della superficie cilin- 
drica eh’ essi comprendono ; e così continuando a 
dimostrare, se ne conchiuderà ciò che si è detto . 

Di pia la superficie di un altro prisma ugualmen- 
te alto , che comprende quello , che tocca il cilin- 
dro , e che ha per basi de' rettilinei simili a quelli 
che sono basi del primo , sarà anche maggiore della 
superficie cilindrica . 

Poiché ciascun rettangolo , che termina questo 
secondo prisma è maggiore del corrispondente ^ 
che termina il primo ; mentre la hasc è maggiore- 
delia Base, e l’altezza è la stessa. 
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PROPOSIZIONE IX, 

. 

H * • • i 

TEOREMA. 

. , • •* •’ // >* * 

' ■ '• 

/.a superficie di un cilindro senza le basi , é 
uguale al rettangolo contenuto da una linea retta, 
che rappresenta la circonferenza della base di un 
tal cilindro , e da un suo lato . 

Il cerchio ABCD dinoti la base di un cHin-/#- 65. 
tiro , il cui asse sia OV , che dinoterà anche 
un qualunque lato di un tal cilindro ; e sia il 
^rettangolo ZY contenuto da XY, che rappresenti 
la circonferenza del cerchio ABCD , e, da ZX u- 
guale ad OV : diro che questo rettangolo sia 
uguale alla superficie del cilindro senza le hasi . 

Poiché se il rettangolo ZY non c ugudle alla 
superficie del cilindro , che ha per base il cerchio 
ABCD , e per asse OV ; dovrà pareggiare la su- 
perficie di un cilindro descritto còllo stesso asse, 
e che abbia per base un cerchio minore dèi cer- 
chio ABCD , o pur maggiore . Pareggi in primo 
luogo quella del cilindro , la cui base è il cer- 
chio abed minore di ABCD, e concentrico . S’ in- 
scriva nel cerchio maggiore ABCl) un poligono 
AEBl’Ccc. di un numero pare di lati uguali , il 
quale non tocchi il cerchio minore abed , e poi 
s’ intenda eretto su di questo, poligono un pri- 
sma ‘dell- altezza del cilindro . E poiché il peri- 
metro di un tal poligono c minore della circon- 
ferenza del cerchio ABCD * , la quale si è rap- * p. t. 


Digitized by Google 


) 


Lib. -j. ' |a 6 - A k ctiTitiinìt ' 

" presentata colla retta XY , si tagli da que- 
sta la Xy uguale a quel perimetro c si- com- 
pia il rattangolo Zy : sarà questo rettangolo, com’ 
è chiaro', uguale alla superficie di quel ' prisnja ; e 
perciò maggiore della superficie del cilindro de- 

* c. p. 8 . scritto sul cerchio abed * ^ e quindi anche del ret- 

tangolo ZY* che si è supposto uguale a questa sp- 
perfide cilindrica . Lo clic ripugna. Non può dun- 
que il rettangolo ZY pareggiare la superficie di up 
cilindro, che- abbia lo stesso asse OV jicl proposto, 
ed una base minore del cerchio ABCD . . • 

( Sia dunque lui tal rettangolo ZY uguale alla sti- 
pe rficie di uh altro 'cilindro anche descritto òol- 
lo stesso aSse ’OV , ed avente per base il cer- 
chio GHKL maggiore' di ABCD, e. concetrico. S’in— J 
fètida slmilmente iscritto in questo cerchio GHKL 
un poligono GMHNKec. di un numero pare di lati 
uguali', il quale non tòcchi l'altro cerchio ABCD; 
e su dr esso si eriga poi un prisma dell’altezzaOVj 
sScre iscritto in quel cilindro . Ciò. 
1 perimetro del poligono GMHNKec. 
circonferenza del cerchio ABCD y , 
e perciò anche «Iella retta XY , che la rappresene 
Va •, si produca la XY in T finché XT pareggi 
un - tal perimetro $ ‘e' compiasi il rettangolo ZT $ 
Sarà , come è chiaro , un tal rettangolo uguale al- 
la superficie di quel prisma o quindi minore del- 
la superficie del cilindro descritto sul cerchio 

* c. p. 7 . GHKL*, ‘e perciò anche del rettàngolo ZY, che si 

è supposto uguale a questa. Lo che anche è un 
assurdo . • - • ‘ 

Laonde non potendo il rettangolo ZY, contenti- 


che vei*fà ad < 
posto'essendo i 
ma irci ore della 
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to dalla linea retta XY, che rappresenta la cìrcon- - ~*~ — 
ferenza del cerchio ABCD , e dall’ altra ZX eh’ 
è quanto la OV , esser uguale alla superficie di 
un cilindro descritto coll’ asse OV, la cui base sia 
un cerchio minore di ABCD , o pur maggiore ; 
dovrà necessariamente pareggiare quella del ci? 
lindro di questa base C. B. 1 ). 

PROPOSIZIONE X. • 

' . • . f * , * . . 

; . TEOREMA. 

. ' - • ' •* t 

La superficie di un cilindro senza le basi stà. 

ad una di queste , come il doppio lato del cilindro 
al raggio di una sua base . 

'• • ‘ 
Sia un cilindro che abbia per assè la linea ret- 
ta AC , ed AE esprima il raggio della Sua base :, 
dico che debba stare la superficie del cilindro 
ad uno dei cérchi , che ne sono le l>asi , come la 
doppia AC ad AJE . 

La linea retta AB rappresenti la circonferenza 
del raggio AE , ed essa si applichi; perpendicolar- 
mente alla AC nel suo estremo A , e si compia il 
rettangolo CB sarà, questo uguale alla superficie • 
del cilindro * ; e se congiungasi AE , il triangolo * p. g. 
rettangolo E AB sarà Uguale al cerhcio eh’ è la base 
di esso cilindro * . Or. se si prolunghi ’ AC finché * p. i. 
AD ne sia ^loppia , e si congfnnga BD è- chia- 
ro che il triangolo BAD pareggiando il -rettangolo. 

CB, sia al par di questo uguale alla superficie ^dcL 
proposto cilindro. Mail triangolo DAB sla ai 
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" “ triangolo E AB , come DA ad E A , cioè come il 

doppio di CA ad E A . Dunque è vero , che la 
superficie de} cilindro, cliè ha per asse CA, e per 
base il cerchio del raggio EA sta a questo cerchio, 
come il doppio dell’ asse , ossia di un lato del 
cilindro , al raggio della base . C. B. D. 

Scol. Fra CA, che dinota il lato del cilindro, e 
la~ doppia AE , eh’ è il diametro della Lase si 
ritrovi la media proporzionale M ; sarà il qua- 
drato di M uguale al rettangolo di CA nella dop- 
pia AE, e perciò anche all’altro della doppia CA, 
cioè DA, in AE ; giacché questi due rettangoli sono 
uguali , per aVer le basi reciprocamente propor- 
zionali alle altezze : e perciò sarà anche DA ad 
M, come M ad AE, ossia come il cerchio del rag- 
• JC p 3 gio M all’ altro del raggio AE*. E quindi , poiché 
AD sta ad AE , come il triangolo DAB al trian- 
golo EAB , starà anche quel triangolo a questo , 
come il cerchio del raggio M a quello del raggio 
AE Ma il cerchio del raggio AE è uguale al 
triangolo EAB, poiché la AB rappresenta la cir- 
p 3 . conferenza di esso , e la AE è quanto il raggio*. 
Dunque anche il triangolo DAB dovrà pareggiare 
1’ altro cerchio del raggio M . Ma quel triangolo 
si è dotto essere uguale alla superficie- Jel cilindro. 
Adunque 

La superficie di un cilindro , senza le basì , è 
uguale al cerchio il cui raggio è la media 
proporzionale tra'l lato di un tal cilindro e'L dia- 
metro della sua base . 

E questa è 1’ esibizione della superficie di un 
cilindro secondo Archimede . 
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./PROPOSIZIONE XL 


* » XE OH E MA. • - 

‘ • ‘ . I 4 ( 

' 

La superficie ài un cono , senza la base , è ugua- 
le ad un triangolo rettangolo , di cui i lati intor- 
no all' angolo retto , uno rappresenti la circonfe- * 

renza della base di un tal cono , e V altro sia 
•pianto un lato di questo solido . 

' • . A % 

Sia il cei’diio ABCD la La so dì un cono , cd fig, 6 <1* 
OV il suo .asse , VB un suo lato ; e sia ÌI trian- 
golo rettangolo ZXY, di cui un lato XY intorno 
all’ angolo retto rappresenti la circonferenza del 
cerchio ABCD , l’altro XZ sia quanto VB : dico 
che questo triangolo debba pareggiare la superficie 
del conb ABCDV . ’* * 


Poiché se un tal triangolo non è uguale alla 
superficie di questo còno j potrà supporsi pareg- 
giar quella di un altro cono descritto collo stesso 
asse , e che ahhia per base un ccrcliio minore dì 
ABCD , o pur maggiore. Sia primieramente ugua- 
le alla superficie di quel cono , che La 1’ asse stes- 
so OV , e per base il cerchio vbcd , minore dell’ 
altro ACCD, e descritto intorno allo stesso centro 
O . S’ iscriva nel cerchio maggiore ABCD un po- 
ligono ALBh Cec, , di un numero pare di Iati u- 
guali, il quale non tocchi il cerchio minore abcd'i TTt 
e poi s’ intenda su di. questo poligono eretta; la 
piramide, clic ha per vertice il punto V , l a quale 
Verrà ad esseri iscritta nel cono ABCDV . Di poi 

9 
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dal vertice V di questa piramide su di un lato EB 
della sua base si abbassi la perpendicolare VP , 
che sarà minóre , com’ è chiaro , del lato VB del 
cono ; e si taglino dalle XY , XZ , le Xy , Xc 
rispettivamente uguali al perimetro del poligono 
AEBFCec,, ed alla VP, e si conghmga la xjr : sa- 
rà il triangolo zXy uguale alla superficie della pi- 
* p. 4. ramide AEBFCec. V * •. Or la superficie di que- 
sta pii«mide è maggiore di quella del cono abeti V 
*C.p. 6 . eh’ essa comprende * ; e sré supposto che questa 
superficie Conica .pareggi il triangolo ZXY : a- 
dunque dovrebb’ essere il triangolo zXy maggiore 
dell’ altro ZXY. Lo che ripugna . Non può dun- 
que il triangolo ZXY pareggiare la superficie di 
' ( un cono descritto coll> asse OV , e che abbia per 
base un cerchio minore di ABGD . , 

Sia dunque un tal triangolo ZXY uguale alla 
superficie di un altro cono OHKLV,che abbia lo 1 
stesso asse OV , e la cui base GHKL sia un cer- 
chio maggiore di ABCD, e concentrico. S’iscrì- 
va nel cerchio maggiore GHKL un poligono 
GMIINKcc. dì un numero pare di lati uguali , il 
quale non tocchi il cerchio minore ABCD , et 
sopra un tal poligono s’ intenda eretta la pi- 
ramide , che ha per vertice il punto V , la quale 
essendo iscritta nel cono GI1KLV , avra una su— 
# 5 perfide minore di quella di un tal cono *, cioè del 

C ‘ ’ triangolo ZXY . Ciò posto, dal vertice V di que- 
sta piramide si abbassi su di un lato MH della sua 
base la perpendicolare VQ, che sarà , com' è chiaro, 
maggiore di VB lato del cono ABCDV’; e si 
prolunghino le XY , XZ in T , ed in R , finche 
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XT pareggi il perimetro del poligono GMUNKec. ■' 111 
il quale è maggiore della circonferenza ABCD 
lo che può dimostrarsi come nella Prop. 3. , e la 
XR pareggi la VQ r congiunta RT , sarà il 
triangolo RXT uguale alla superficie di una tal 
piramide , e perciò minore del triangolo ZXY . 

Xo che anche ripugna . Quindi il triangolo ZXY 
mò pure può essere uguale alla superficie di un 
cono* che abbia l'asse OV, e per base un cerchia , . 

tnàggiore di ABCD » Ma si è dimostrato , che mi 
tal triangolo nè anche poteva pareggiare la super- 
ficie di un cono il quale avesse per asse OV , e 
per irne un cerchio minore di ABCD. Adunque 
dovrà quel triangolo essere uguale alla superficie 
del cono ABQDV . C. JB. D. ' .. 

' ' ' • * V . 

' o POS I Z I o N B HI. 


T X o * t M A. Y: 

‘ t . *'* A • * ! ‘ / r v » V . . 

la superficie di un cono, senza la base , serbai 
a questa la stessa ragione , che un lato di un tal 
cono al raggio della base . 

• . • f- , 

Sia un cono , che abbià per lato la line» retta y gc 
AC, ed AE esprima il raggio della sua base: dico *' S ' ^ 
cliè debba star la superficie di questo cono, senz* 
la Base , ad essa base , come AC ad AE . 

Rappresenti la, linea retta AB la circonferenza 
del ràggio AE, ed essa fi applichi perpendicolarmen- 
te alla AB ’ e si cojigimigano le DB , BE; saran- 
no » triangoli DAB , EAB rispettivamente uguali 
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; a 11a superficie del ConO * , a «P^lla base 

♦ p. 3. di esso *• E quindi siccome questi due triangoli 
V sono tra loro , come Al) ad AE i così sarà anclic 

la superficie di quel cono alla sua base, come AD 
ad AE, cioè come un lato del cono al raggio del- 
la sua base» C. B. 1). 

Scol. Tra il lato AD di un cono, ed il raggio 
: AE della sua base si trovi la media proporzionalo 

5 HI , starà AD ad AE in duplicala ragione di M 

ad AE , cioè come il cerchio del raggio M a quello, 
che ha AE per raggio . Ma AD sta ad AE, come 
' ' il triangolo DAB all’ altro E AB : quindi anche 
quel triangolo starà a questo , come il cerchio del 
raggio M all’ altro, che ha AE per raggio . È poi 
f p. 3. il cerchio del raggio AE uguale al triangolo AEB . 

Dunque il cerchio del raggio M sarà uguale al 
triangolo DAB , cioè alla superficie di quel cono 
ch’era rappresentata da questo triangolo. Adunque 

La superficie di un cono, senza la base, è uguale 
al cerchio, che ha per raggio la media proporzionale 
tra il lato di esso cono, e'I raggio della sua base . 

E questa è la maniera nella quale ha Archime- 
de esibita una tal superficie conica . 

* \ • 

• .V- ./ . r . •— ■«. .* 

PROPOSIZIONE XIII. 

■ •Ifr***** • ' . 1 

% » *. • *. *. 

, : • ) * ■ no iti A» t 

■ • >■ • 

l Se un cono ti seghi con un piano parallelo 

alla base ; la superficie conica, eh' è tra i piani pa- 
f'ralìeti, sarà uguale al rettangolo contenuto da quella 
parte del lato del cono , .eh’ è tra i piani sudeiti , 
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e da un' altra linea retta , che rappresenti la 
somma della metà della circonferenza della base 
del cono , e delta metà del perimetro della sezione 
prodotta dal piano segante . 

Sia un cono ABCD descritto dalla rivplwione $£• 
del triangolo rettangolo DOC intorno al suo lato 
DO , ed esso cono sia segato dal piano EFG pa- . 
l'alido alla hase ABC: dico die la superficie r coni- 
fa , eli’ è tra i piani paralleli ABC ; EFG sia u- 
gUale al rettangolo contenuto dalla GC , e da un’- 
altra linea retta, eh’ è uguale alla somma della me- 
tà della circonferenza ABC , e della metà del pe- 
ì-imelro- della sezione EFG. 

Dal punto C si elevi CH perpendicolare al lato 
jDC del cono, ed uguale alla circonferenza del cer- 
chio ABC ; poi si congiunga DH , e per G si tiri 
GK parallela a CII . E poiché i mani paralleli 
ABC , EFG sono segati dal piano DOC , le loro 
comuni sezioni con questo , cioè le PG , OC sa- 
ranno parallele * $ e quindi 1' angolo DPG è ret- * lG. 
to al pari del suo interno , cd opposto DOC ; 
e perciò il triangolo DPG rivolgendosi intorno , 
a DP descrive un cono , e PG descrive il cer- 
chio , che n’ è hase: laonde la sezione EFG è un 
cerchio. Or essendo simili i triangoli DOC , DPG 
sta, permutando , OC a PG , come CD a DG : 
ma CD sta a DG, come CH a GK , per gli altri 
triangoli simili DCH , DGK ; quindi sarà pure 
CH a GK, come OC a 1 PG, o come la- cir- 
conferenza del raggio OC a quella del raggio PG *: 
e perciò essendosi supposte CH uguale alla cir-> 


Li!., i. i3| AnciiMim 

- — conferenza del raggio OC, sarà anche CK. ugua- 

le alla circonferenza del raggio PG. Ciò premes- 
so il triangolo DCH è uguale alla superficie dei 
* p. li. cono ABCD * ; ed il triangolo DGK è uguale 
alla superficie dell’ altro cono EFGD : adunque 
sarà la differenza di quei due triangoli , cioè il 
trapezid CGKII uguale alla differenza delle due 
superficie coniche , cioè alla superficie conica, eh’ è 
ira i piani paralleli ABC , EhG . Ma se si ti- 
ri per K la KL parallela alla DC , e si unisca 
CK; è chiaro che il trapezio CGKII essendo uguale 
ai due triangoli CKI1 , CGK , sia quanto la som- 
ma dei rettangoli della metà di CH ili LK, 9 
CG, e della metà di GK in CG ; e quindi uguale 
al rettangolo di CG nella meta di CH, e GK. Ma 
queste CH , e GK rappresentano le circonferenze 
dei cerchi ABC, EFG. Dunque la superficie conica, 
eh’ è tra i'piani paralleli ABC , - Eh G è. uguale 
al rettangolo di CG nella metà della somma delle 
circonferenze dei cerchi ABC , EFG. G. B. D. •■■■■, 1 
Con. Si divida PO per metà di N, si tiri per N 
la NM parallela ad OC , ed indi poi per G si tiri 
GQparallelaaPO; sarà per gli triangoli simili GQC, 
QRM , e, permutando , QG a GR , come QC ad 
RM , e perciò QC doppia di RM . Ma le OQ , 
PG , prese insieme , sono il doppio di NR; dun- 
que le OC, PG saranno il doppio di NM: e quin- 
di la circonferenza del raggio NM rappresenterà 
la metà della somma delle circonferenze dei raggi 
p. 3. OC , PG * . E perciò’ ' 

La superfìcie conica , ih' è tra i piani paralleli 
sarà uguale al rettangolo contenuto dalla GC , eh' è 
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la parte del lato del cono , eh' è tra essi piani , * 

e dalla circonferenza di quel cerchio , che ha per 
raggio la NAf , che dal punto medio della PO si 
tira parallela alla PG , o alla OC . 

Scol. Or se si ritrovi tra CG, ed il doppio della 
KM , cioè le OC, PG insieme , la media propor- 
zionale X; dovrà il quadralo di X pareggiare il 
rettangolo di CG nella doppia MN, e quindi quello 
della doppia CG in MN; i quali rettangoli sono u- 
guali, per aver le basi reciprocamente proporzionali ( 
alle altezze. Laonde sarà la doppia CG ad X, come X 
ad MN , o come la circonferenza del raggio X all* 
altra, che ha MN per raggio * : e quindi se si costi- * C -P«3* 
tùissero due triangoli rettangoli, uno dei quali abbia 
per lati intorno all’ angolo retto il doppio di GC, e 
la circonferenza del raggio MN , e 1’ altro la X, e 
la circonferenza del raggio X ; questi due triangoli 
dovrebbero essere uguali * . Ma il primo di essi * 
triangoli , avvegnaché uguale al rettangolo di GC 
nella circonferenza del raggio MN , pareggia la 
superficie conica , eh’ è tra i piani paralleli * : e * p. 3» 

1’ altro è uguale al cerchio del raggio X * . E * c.p.ij^ 
perciò 

Se un cono si seghi con un piano parallelo 
alla base , la superficie conica , eh' è tra i piani pa~ 
ralleli , è uguale a quel cerchio , il cui raggio 
è la media proporzionale tra il doppio lato del 
cono , eh' è tra questi piani , ed una linea retta 
uguale ai raggi de' due cerchi , che sono in essi . 

Ed è in questo modo , che' Archimede ha esi- 
bita la superficie conica , di cui s.i è parlato .. 
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PROPOSIZIONE XIV. 

‘ , . < ’ * 

- * •.*. :'*'*■ * 

teorema. 

Ogni cono è uguale ad una piramide , la, 
quale abbia per base un rettilineo uguale al cer- 
chio base del cono , e la sless' altezza di questo 
solido . ’ • _ « 

fis 6g. Sia ^ cerchio ABCD la Base di un cono , ed 
OV il suo asse , o 1’ altezza ; c la piramide 
PQRS abbia per base il rettilineo PQR uguale al 
cerchio ABCD , c la sua altezza PS pareggi la 
OV : dico che quel cono’, e questa piramide sia- 
no tra loro uguali . r 

Imperocché se la piramide PQRS non è ugua- 
‘ le al cono , che ha per base il cerchio ABCD , e 

per altezza OV ; si supponga pareggiare quell’ al- 
Sto cono ugualmente alto, che ha per base il cer- 
chio abed minore di ABCD e concentrico . S’ i- 
scriva nel cerchio maggiore ABCD un poligono 
AEBFCec. di un numero pare di Iati uguali <, òhe 
non tocchi il cerchio minore abed ) e poi su di un 
tal poligono s’ intenda eretta la piramide iscritta 
nel cono proposto , che sarà perciò di uguale al- 
tezza , che 1’ altra PQRS ; e quindi dovrà stare 
quella a questa , come il poligono AEBFCec. al 
retiiliueo PQR * , o al cerchio ABCD , che si è 
# 6. XII. supposto uguale a questo rettilineo : è perciò siécc- 
jne il poligono AEBFCec. c minore del cerchio 
^UBCD ih eui è iscritto ; dovrà anche la pirami- 
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de , che ha per base il poligono AEBFCec. esser 
minore dell’altra PQRS, vale a dii e del cono, 
che ha -per base il cerchio abed , e per altezza la 
OV , il quale si è supposto uguale alla pirnmde 
PQRS . Lo che- è impossibile ; poiché la piram- 
de, che ha per base il poligono AEBFCcc. com- 
prende un tal cono. Non può dunque la pirami- 
de * PQRS pareggiare un cono dell’ altezza OV , 
che abbia per base un cerchio minore del cerchio 
ABCD . 

Si supponga in secondo luogo la piramide PQRS 
essere uguale ad un altro cono , che abbia la 
stessa altezza OV , e per base il cerchio GHKL 
maggiore di ABCD, e concentrico . S’ iscriva pure 
in questo cerchio il poligono GMIlNKec. di un 
numero pare di lati uguali, che non tocchi l’al- 
tro cerchio ABCD , e su di questo poligono si 
concepisca eretta la piramide iscritta in quel co- 
no . Ed essendo questa piramide uguale in altez- 
za all’ altra PQRS ; sarà quella, a questa , - come 
la bàsc GMHNKec. alla base PQR *, cioè al cer- * 6 . XII. 
chio ARCD : e quindi siccome il poligona 
GMHNKec. è maggiore del cerchio ABCD; dovrà 
anche la* piramide, che ha per base quel poligono 
esser maggiore dell’ altra PQBS , o del cono che 
ha per base il cerchio GHKL, e per altezza OV, 
al quale questa piramide si era supposta uguale. Ma 
ciò non può essere; poiché la piramide GMHNKec. V 
è iscritta in questo cono . -Adunque la piramide 
PQRS nè anche può pareggiare un cono dell’ al- 
tezza OV , che abbia per base il cerchio GHKL 
maggiore di ABCD . Si è poc’ anzi dimostrato , 
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che non poteva pareggiare un cono ugualmente 
alto , la cui base fosse il cerchio abcd minore di 
ABCD. Laonde una tal piramide dovrà pareggiare 
il cono ABCDV C. B. D. 

Cor. E perciò anche ogni cilindro sarà uguale 
ad un prisma , che ha per base un rettilineo ugua-~ 
le alia base del cilindro , e per alteisa un lato di 
un tal solido. . 

Poiché T uno, e l’altro di questi solidi sono ri- 
spettivamente tripli del cono , e. delta piramide , 

* c *7‘^IT)che hanno le stesse loro basi, e l'altezza medesima *. 

f 10.XII.) 

PROPOSIZIONE XV., 

teorema. 

Se vi 1 sieno due coni tali , che la superficie di 
uno sia uguale alla , base dell' altro y e la per- 
pendicolare, che dal centro della base di questo si 
abbassa su di un suo lato , pareggi V altezza del 
primo ; questi due coni saranno uguali . 

^ Sieno i due coni ABLC , DEMF, ed il cono 
ABLC abbia la sua base , cioè il cerchio BLC u- 
guale alla superficie dell" altro cono DEMF , e 
1’ all czza AG dello stesso cono ABL(J1 pareggi la 
perpendicolare II K. che dal centro della base del 
cono DEMF si abbassa su di un suo lato DE 
dico che questi due coni sieno uguali . 

Poiché essendo la base del cono ABLC uguale 
alla superficie dell’ altro DEMF; dovrà stare la. 
base del cono ABLC a quella del cono DEMF t 
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come la superficie di questo stesso cono alla sua —— — 
base * . Ma come quella superficie conica a que- * 7 . V. 
sta base , così sta DE ad EH * , o pure DH ad * p. ia. 
HK, per esser simili i triangoli DEH , DHK , o 
finalmente DH ad AG, che si è supposta pareg- 
giareHK. Quiiftli come la base del cono ABLC a 
quella dell 1 altro DEMF , cosi sta 1' altezza D1I di 
questo all’ altezza AG del primo: e perciò i coni 
ABC , DEF avendo le loro basi reciprocamente 
proporzionali alle altezze , saranno tra loro u- 
guali * . C. B. D. *i 6 .XlI- 

PROPOSIZIONE XVI. 

* f 

* TEOREMA. 

Ogni rombo conico è uguale ad un cono la 
cui base è un cerchio uguale alla superficie di uno 
dei coni, che compongono il rombo -, e /’ altezza è 
quanto quella perpendicolare , che si abbassa sopra 
uno 'dei lati di quasi o .cono stesso , dal vertice dell' 
altro sono . 



Sia ABPCD un rombo conico, che abbia per ba- Jjg. ji. 
se il cerchio BPC, ed AD per altezza ; e si ponga 
il cono HGQK, che abbia la base, cioè il cerchio 
GQK uguale alla superficie del cono ABPC, e l’al- 
tezza HL quanto la perpendicolare DF , che dal 
vertice D dell’ altro cono DBPC componente il 
rombo conico, si abbassa sopra il lato AB del co- 
no ABPC : dico che il cono HGQK sia uguale 
al rombo conico ABPCD . 
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' Si supponga un altro cono NMRX, die abbia la 
Lase MRX uguale alla LaseBPC del romLo conico, e 
l'altezza IVO quanto la AD". E poiché il cono DBPC 
*i 4 X1I. sta all'altro ABPC, come DE ad E A *, sarà com- 
ponendo il rombo conico ABPCD al cono ABPC, 
come DA ad AE . Ma sta pure il cono NMRX 
*i4. XII. al cono ABPC, coinè NO, ossia AD ad AE * . 

Dunque il rombo conico ABPCD, e’1 cono NMRX 
serbando al cono ABPC la stessa ragione, dovran- 

* 9 . V. no essere uguali tra loro * . Or essendosi suppo- 

sta la base del cono I1GQK uguale alla superficie 
dell’ altro cono ABPC; dovrà stare la superficie di 
questo cono alla sua base , come la base del co- 
no HGQK a quella del cono ABPC, o dell’ altro 
3VMRX. Ma la superficie del cono ABPC sta alla 

* p. 12 . sua base , come AB a BE * , o pure come AD a 

DF , per esser simili i triangoli ABE , ADF , o 
finalmente come NO ad HL , le quali rette pa- 
reggiano rispettivamente le AD , DF . Dunque 
starai la base del cono HGQK a quella dell’ altro 
NMltX , come l’altezza NO di questo all’altezza 
HL del primo : e perciò essi coni saranno ugua- 
*i5.XlI. li *• Laonde essendosi dimostrato il conoNMRX 
uguale al rombo conico ABPCD ; sarà un tal rom- 
bo anche uguale al cono HGQK . C. B. D. 

Con. Si rileva dalla dimostrazione del preceden- 
te teorema , che due , o più coni i quali hanno 
la medesima base pareggiano un sol cono , che ha 
la base stessa , e per altezza la somma delle altez-, 
ze loro . 
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PROPOSIZIONE XVII. 

. 

TEOREMA. 

. ' 

Se un cono si seghi con un piano parallelo 
alla base , e sul cerchio , che si ottiene da tal se- 
zione s' intenda descritto dalla parte di sotto un 
altro cono , che abbia per vertice il centro della 
base del primo 5 verrà questo cono a costituire un 
rombo conico con quell' altro , che il piano segan- 
te tronca verso il vertice del cono proposto : e 
se un tal rombo conico si tolga dall' intero co- 
no j il solido che rimane sarà uguale a quel 
cono la cui base è un cerchio uguale alla su- 
perficie conica , eh' è tra i piani paralleli , e V al- 
tezza è quanto la perpendicolare , che dal centro della 
base del cono proposto si abbassa su di un suo lato. 

Sia il cono ABGC, il qual si seghi con un piano ^ 
parallelo alla Lase , che l'accia la sezione DKE 3 
eh’ è un cerchio *; e sopra questo cerchio si * d.p. i3« 
concepisca descritto 1 ’ altro cono DKEF , il quale 
abbia per vertice il centro F della Lase del cono 
'ABGC: dico che se dal cono ABGC si tolga il rombo 
conico AD RE F ; il rimanente solido sia uguale al 
cono QI 1 RL, la cui Lase è un cerchio uguale alla 
superfìcie conica, eh’ è tra i piani paralleli DKE , 

DGC, e r altezza è quanto la perpendicolare FU, 
che si abbassa dal centro F della base del cono 
ABGC sopra un suo lato AB . 

Pongansi i due altri coui NMSX, POTR tali, che 
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la* base del cono NMSX sia uguale alla superficie 
del cono ABGC , e 1 ’ altezza uguale alla FH 5 che 
perciò sarà un tal cono NMSX uguale all’ altro 

* p. i 5 . ABGC*. Sia poi la base del eoqo POTR uguale alla 

superficie del cono ADKJE,e l'altezza anche quan- 
to la FU; sarà un tal cono POTR uguale al rom- 

* p 16. bo conico ADKEF *. Or i tre coni QHRL, NMSX, 

POTR hanno la stessa altezza , e perciò sono nella 

* 11. XII ragione delle basi * 5 sarà dunque il cono NMSX 

uguale ai coni QHRL e POTR , siccome la base 
del primo è uguale alle basi di questi altri due . 
Laonde essendo il cono NMSX uguale al cono 
ABGC, e il cono POTR al rombo conico ADKEFj 
dovrà il rimanente cono QHRL esser anche ugua- 
le al solido che rimane togliendo il rombo conico 
ADKEF dal cono ABGC . C. B. D. 

Con, Dalla precedente dimostrazione si rileva , 
che due, .0 più coni, i quali hanno la medesima al- 
tezza pareggiano un sol cono dell'altezza stessa, che 
ha per base un cerchio uguale alla somma delle 
basi dei coni proposti . 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 

f 

Se uno dei coni , che compongono un romba 
conico si seghi con un piano parallelo alla base , e 
sul cerchio , eh' è la sezione in esso fatta , descrivasi 
un cono , il quale abbia comune il vertice' coll'altro 
cono , che fa parte del rombo conico ; e che poi quel 
rombo conico , che cosi si ottiene , si tolga dal 
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proposto : il rimanente solido pa reggerà un cono , la 
cui base è uguale alla superficie , eli è tra i piani 
paralleli , e l' altezza é guanto la perpendicolare, che 
dal vertice dell'altro cono componente il rombo coni- 
co proposto si abbassa sopra un lato del primo cono. 

Sia il rombo conico BAGCD, e l’un dei coni fig, ji. 
BAGC, che lo compongono si seghi con un piano 
parallelo alla base, il quale faccia la sezione EQF, 
eh’ è un cerchio , sul quale si descriva il cono, 
che ha per vertice il punto D: dovrà la differenza 
«le’ due rombi conici BAGCD, BEQFD pareggiare 
il cono KHSL, la cui base è Uguale alla superficie 
conica, eh’ é tra i piani paralleli AGC , EQF, e 
r altezza sia quanto la perpendicolare DII , che 
cade dal punto D sulla BA, prolungala se bisogna. 

Si pongano i due altri coni NMYX,POTR, e 
•ia la base del cono NMVX uguale alla superficie 
del corro BAGC, e l’altezza allo DII; che perciò un tal 
cono NMVX sarà uguale al rombo BAGCD *: sia poi * p. 16. 
|a base del cono POTR uguale alla superficie del co- 
no BEQF , e 1 ' altezza quanto la stessa DH, il che 
renderà questo cono POTR uguale all’altro rombo 
conico BEQFD E poiché la superficie del cono 
BAGC si compone dalla superficie del cono BEQF, 
e da quella, eh’ è tra i piani paralleli EQF, AGC} 
e la superficie del cono BAGC è uguale alla base 
del cono NMVX; la superficie del cono BEQF è 
Uguale alla base del cono POTR ; e finalmente ia 
superficie, cli’è tra i piani paralleli EQF, AGC, 
è uguale alla base del cono K.HSE : perciò la ba- 
se del covo NMVX è uguale alle basi dei coni 
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POTR, KHSL. Laonde avendo questi Coni auche 
la stcss’ altezza, sarà il cono NMVX uguale ai coni 
* c.p. 17 . KHSL, POTR *. Ma il cono NMVX è uguale al 
rombo BAGCD, e ’l cono POTR all’ altro rombo 
BEOFD . Quindi il rimanente solido ^ eli' è la difi-, 
ferenza di qne’ due rombi , dovrà pareggiare il 
cono KHSL . C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

Se un arco di cerchio minore della semicir- 
conferenza si divida in un qualunque numero di 
parti , e si tirino a queste le corde ; e poi un tal 
arco insieme colle corde , che si sono in esso tira- 
te , si rivolga intorno ad un raggio , che passa per 
un de ’ suoi estremi ; la superficie sferica descritta 
da lutto 1' ai co sarà maggiore di quella. , che de- 
scrivono tutte quelle corde . 

fg- 74* Sia 1’ arco di cerchio ADB minore della semi- 
circonferenza ABC , ed esso sia diviso nelle parti 
AD , DE , EB alle quali sicn tirate le corde AD, 
DE , E® : dico che se si rivolgano P arco , e le 
corde intorno al raggio DA , che passa per uno 
degli estremi A dell’ arco ; la superficie sferica 
descritta dall’ arco sia maggiore della superficie , 
che vien generala dalle corde AD , DE , EB . 

Dall’ altro estremo B dell’ arco si abbassi sul 
raggio OA la perpendicolare BF , la quale nel ri- 
volgersi 1’ arco ADB intorno ad OA descriverà un 
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cerchio . E polche la superficie sferica descritta ~~ 
dall’ arco AD15 , e quell’ altra , che si descrive 
dalle AD , DE , EB hauno per termine comune 
la circonferenza del cerchio descritto da BF, ver- 
so il quale sono concave , e che di più l a prima 
superficie comprende la seconda : perciò sarà la 
superficie generata dall’ arco ADB maggiore di 
quella, che si descrive dalle corde AD , DE , EB 
delle parti in cu» esso arco si è diviso * . C.B.D. * pr. 4. 

Cor. Dimostrando nel modo stesso, che la su- 
perficie sferica descritta dall’ altro arco BGC, che 
vi resta per compiere la semicirconferenza ABC 
sia maggiore della superficie , che si descrive dalle 
corde delle parti in cui esso si divide; ne segue, che 

La superficie di una sfera sìa maggiore della super - 
fide del solido , che si descrive da un qualunque ret- 
tilineo iscritto nel semicerchio generatore della sfera w 

PROPOSIZIONE XX- 

teorema. 

Sa ad un arco di cerchio minore della semi- 
circonferenza si tirino in diversi punti le tangenti 
le quali s incontrino tra loro , e le estreme si arfi 
restino ai raggi , che passano per gli termini dell' 
arco ; e s’ intenda rivolgersi intorno ad uno di 
questi raggi /’ arco , e le tangenti : la superficie 
sferica, 'che dcscrivesi dall'arco sarà minore di ’ 
quella superficie , che descrivono le tangenti . 

Sia 1- arco circolare ADB minore dell, semicir- 

jo J*' 7 J > 
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conferenza , al quale uei punti D , E , F si tiri- 
no le tangenti LG, GH, HK ; e la prima, e l’ul- 
tima di queste incontrino in L , e K i raggi OA, 
OB tirati per gli termini A , B dell’ arco : dico 
che la superficie sferica , che descrivesi dall’ arco 
ADB in rivolgersi intorno al raggio ÀO sia mino- 
re della superficie , che si descrive in una tal ri- 
voluzione dalle tangenti LG , GH , HK. . 

Dall’ estremo B dell’ arco si abbassi sul raggio 
ÒA , intorno al quale un tal arco si suppone gi- 
rare , la perpendicolare BN , e si tiri BM tan- 
gente all’ arco stesso . E poiché rivolgendosi in- 
torno ad AN si 1’ arco ADB , che le tangenti 
LG , GH , HM , MB , si vengono a descrive- 
re due superficie una dall arco , e 1 altra dalle 
tangenti, le quali hanno per loro termine comune 
la circonferenza di quel cerchio , che si descrive 
dalla BN, e che di più la prima è compresa dalla 
seconda ; sarà dunque quella minore di questa * . 
Or essendo BM tangente del cerchio , c perciò 
perpendicolare a BO, MK è maggiore di MB ; ma 
è anche il punto K più distante dall’ asse AC, che 
il punto B : adunque la superficie conica descritta 
da MK è maggiore di quella , che si descrive da 
BM. Aggiuntavi di comune la superficie descritta 
dalle LG , GH , HM ; sarà 1’ intera superficie de- 
scritta dalle LG , GH , HK maggiore di quella , 
clic si descrive dalle LG , GH , HM , MB ; e per- 
ciò anche maggiore della superficie sferica descrit- 
ta dall' arco ADB , della quale si era poc’ anzi 
dimostrata maggiore quella , che descrivevano 
le tangenti AG * GH , HM , Mb , C. B. D, 
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Cor. Dimostrando similmente , che la superficie — — — 
sferica descritta dall’ altro arco BC , die vi rima- 
ne per compiere la semicirconferenza ABC , sia 
minore della superficie descritta dalle tangenti KP, 

PQ •> ne segue , che 

La superficie di una sfera sia minore della super- 
ficie di quel solido , che si descrive da un qualun- 
que rettilineo circoscritto al semicerchio , dal quale 
si genera la sfera . 

PROPOSIZIONE XXI. 
teorema. 

Se vi sieno due archi circolari, che abbiano per 
centro comune il vertice di quell' angolo , eli essi 
sottendono , e V arco esteriore si divida in modo , 
che le corde delle sue parti non tocchino l'arco in — 
tenore ; la superficie generata da quelle corde rivol- 
gendosi insieme coll' arco • intorno al raggio tirato 
per uno de' termini di questo , sarà maggiore della, 
superficie sferica , che in tal rivoluzione si descri- 
ve dall' arco interiore . 

Sieno ABH , DEF due archi circolai'i descritti fig. 
intorno allo stesso centro O, e tra i lati dello stes- 
so angolo DOF ; e 1’ arco esteriore DEF sia di- 
viso nelle parti DE , EG , GF in modo , che le 
corde DE , EG , GF nou tocchino 1’ arco inte- 
riore AB1I : dico , che se intorno a DO si rivol- 
gano gli archi, e le corde, sia la superficie descrit- 
ta dalle sorde DE , EG , GF maggiore della sh- 


Digltized by Google 



Lib. n i<8 Archimede 

perfide sferica , die ilescrivesi dall’ arco ABH . 

DalAcnt.ro O si abbassino sulle DE , EG, GF 
le perpendicolari , e per gli punii B , K , L ove 
queste incontrano 1’ arco Alili , gli si tirino le 
tangenti MN , NP , PQ , che saranno rispettiva- 
mente parallellc alle DE , EG , GF , c minori 
dì queste corde ^ ma sono anche 1 punti L, G, 1 
pii, distanti dall’ asse DO , che non lo sono gli 
altri 3V,P,Q: laonde le superficie coniche generale 
dalle DE, EG, GF saranno rispettivamente mag- 

* pp.n. giori delle altre generate dalle MN , NP , PQ * , 
e *3* cioè 1’ intera superficie descritta dalle corde DL % 

EG , GF sarà maggiore di quella , che descri- 
vono’ le tangenti MN , NP , PQ ; e quindi anche 
maggiore della superficie sferica descritta dall’ arco 

* p. so. ABH * . C. B. D. 

Cor. Dimostrando similmente , che la superficie 
descritta dalle corde delle parti , in cui si divide 
p altro arco FRT , eh’ è il compimento al semi- 
cerchio dell’ arco DEF , sia maggiore della super- 
ficie sferica descritta dall’ arco HSC compimento 
al semicerchio dell’ arco ABH ; ne segue , che . 

Se vi sieno due cerchi concentrici , la superficie 
di quel solido, che si genera da un rettilineo iscrit- 
■ to nel cerchio esteriore , il qnal non tocca il cer- 
chio interiore , sia maggiore della superficie della 
.fiera , che vien generata da questo cerchio. 

PROPOSIZIONE XXII. 

teorema. 

Se un arco di cerchio non maggiore del qua- 
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drante si divida in parti uguali , ed a queste par - 
ti vi si tirino le corde ; la superficie descritta da 
queste corde , nel rivolgersi insiem coll' arco in- 
torno ad un raggio tirato per un di lui estremo , sa- 
rà uguale al rettangolo dell' altezza dell'arco nella 
circonferenza di quel cerchio , che ha per raggio 
la distanza di una di quelle corde dal centro dell' 
arco . 


Sia ABD un arco di cerchio non maggiore del fig. 77, 
quadrante , il quale sia diviso nelle parti uguali 
AB , BE , ED , e sieno AB , BE , ED le corde > 
che le sottendono : dico che la superficie descrit- 
ta da queste corde , nel rivolgersi insieme coll’ar- 
co ABD intorno al raggio OA , tirato per un di 
lui estremo A , sia uguale al rettangolo dell’ al- 
tezza AH di esso arco nella circonferenza , che 
ha per raggio la perpendicolare OP, che dal cen- 
tro O dell’ arco si abbassa su di una di quelle cor- 
de AB , 

u Dai punti delle divisioni B , E si abbassino sul 
raggio immobile AO le perpendicolari BF , EG . 

E poiché nel rivolgersi il triangolo ABF rettan- 
golo in F intorno al suo lato AF , 1 ’ altro lato 
AB descrive una superficie conica ; sarà perciò la 
superficie descritta dalla AB uguale al triangolo 
rettangolo, che ha per lati intorno all’angolo 
retto , la AB stessa , e la circonferenza del raggio 
BF *, o sia al rettangolo della circonferenza di * ^ 
BF in BP metà di AB . Ma perchè sono simili j 
triangoli ABF , APO , sta, permutando, AF ad 
AP , come BF a PO , o come la circonferenza 
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* c p j del raggio BF a quella del raggio PO* ; quindi il 
rettangolo di BP nella circonferenza del l'aggio BF* 
dovendo pareggiar 1’ altro rettangolo di BF nella 
circonferenza del raggio PO , sarà anche questo 
uguale alla superficie conica descritta da AB . Or 
nel rivolgersi il trapezio EBFG intorno al lato 
J G , cui gli altri BF , EG sono perpendicolari , 
la EB descrive una porzione di superficie conica, 
eli" è tra i piani paralleli descritti dalle EG, BF, la 
quale è quanto il rettangolo contenuto dalla EB 
nella KL , che dal punto medio della BE si tira 
’•* p. t3. parallela alla BF *. Ma poiché, congiunta la OK, 
l’angolo OKB è retto, e quindi uguale ai due BKN, 
KBN ; toltone di comune 1’ angolo BKN , resterà 
P angolo KBN uguale all’altro LKO; e perciò i due 
triangoli LKO, BKN, e quindi gli altri LKO, BEM 
saranno simili , c starà BE a BM , come KO a 
KL , o come la circonferenza del raggio KO a 
quella del raggio KL: laonde il rettangolo di BM, 
o FG nella circonferenza del raggio KO , o PO 
sarà uguale a quello di BM nella circonferenza 
del raggio KL , cioè alla superficie conica de- 
scritta da BE . Per lo che essendosi dimostra- 
ta la superficie conica descritta da BA uguale 
al rettangolo di AF nella circonferenza di PO ; 
sarà la superficie descritta dalle OB , BE u- 
guale al rettangolo delle AF , FG , cioè di AG 
nella circonferenza del raggio OP . E così conti- 
nuando a dimostrare per le altre superficie descrit- 
te dalle altre corde ED, ec; si conchiuderà , che la 
superficie descritta da tutte esse sia uguale al ret- 
tangolo della circonferenza di OP in AH . C.B.D. 




Digitized by Google 



* 


sulla Sfera e sul Cilindro . *5» Lib, j. 

Cor. Se 1’ arco AD fosse stato il quadrante} la — — 
superficie descritta dalle corde degli archi uguali 
in cui esso si sarebbe diviso , avrebbe pareggialo 
il rettangolo della circonferenza del raggio OP nel 
raggio OA . E quindi se nell’altro quadrante del 
semicerchio ABC si fosse praticato lo stesso j se 
ne sarebbe concluso , ebe 

La superficie di quel solido , che vieti descritto 
da un semipoligono di un numero pari di luti u- 
g uali , iscritto in un semicerchio , debba essere 
uguale al rettangolo del diametro di questo , nel- 
la circonferenza , che ha per raggio la distanza 
di uno dei lati del semipoligono dal centro del 
semicerchio . 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

Se un arco non maggiore del quadrante si di- 
vida in parti uguali , e si tirino a queste le cor- 
de ; e che poi -s'intenda rivolgersi il rettilineo con- 
tenuto da queste corde , e dai raggi tirati per gli 
estremi dell' arco , intorno ad una di questi ruggii 
il solido, che da un tal rettilineo si descrive j sarà 
uguale al cono, che ha per base un cerchio uguale 
alla superficie generata -da quelle corde , c per al- 
tezza la perpendicolare ? che dal centro dell' arco 
cade in una di esse , 

K % 

Sia 1’ arco ABD non maggiore del quadrante , fig, 

, il qual si divida nelle parti uguali AB , BE, ED, 
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' ed a queste gli si tirino le corde : dico che il 

solido , che si descrive dal rettilineo ABEDO ri- 
volgendosi intorno al raggio AO , sia uguale ad 
Un cono , che ha per Base il cerchio uguale 
alla superficie descritta dalle AB , BE , ED , 
e per altezza la perpendicolare OP abbassata 
dal centro O dell’ arco su di una delle corde 
AB . 

Si tirino i raggi OB, OE. Or il triangolo ABO 
rivolgendosi intorno al suo lato AO descrive un 
* d. 2 . rombo conico * , uguale a quel cono , la cui base 
pareggia la superficie conica descritta da AB, e 1’ 
f p. altezza è quanto la OP *: e se si prolunghi la EB in 
G, si vede chiaramente, che i due triangoli GEO, 
GBO, rivolgendosi intorno alla GO, descrivono due 
rombi conici ; che perciò il solido terminato dalla 
superficie conica descritta da EB, e da quelle, clic 
descrivonsi dalle BO , EO, il quale è la differen r 
za di quei due rombi conici, sarà uguale al cono, 
clic ha la base uguale alla superficie conica de- 
scritta da EB, e per altezza la perpendicolare OQ, 
f p jg ebe cade sulla EB dal centro O *, o eh’ è Io stes- 
so la OP . Adunque sarà l’ intero solido descritto 
dal quadrilatero ABEO uguale a quel cono, la cui ba- 
se è quanto la superficie descritta dalle AB , BE, 
*C.p. l’j. e che lia per altezza la OP *. E cosi continuando 
a dimostrare , se ne coucliiuderà essere tutt’ il 
solido descritto dal rettilineo proposto ABEDO u- 
guale al cono , la cui base è uguale alla superficie 
descritta dalle AB , BE , ED , ed OP n’ è 1’ al- 
tezza . 

Clic se l’arco AB fosse stato il quadrante j pro- 
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lungando 1’ ultima delle corde FD fino ad ineon- — 
trarc il raggio OA in II ; 1’ ultimo solido termi- 
nalo dalla superficie conica generata da DF , da 
quella, che si descrive dalla OD, e dal cerchio 
descritto da OF, essendo la differenza del cono de- 
scritto dal triangolo FOH , c del rombo conico , 
che descrivesi dall’ altro triangolo ODH , dovreb- 
be pareggiare quel cono , la cui base è uguale alla 
superficie conica descritta da FD , ed OR , o sia 
OP n' è l’altezza *: che perciò aggiugnendo questo * p. 17. 
solido a quello descritto dal rettilineo ABEDO -, 
ne risulterà il solido iscritto nell’ cmisfei’o , che 
’vicn generato dal quadrante circolare ABF rivol- 
gendosi intorno al raggio AO , uguale al cono , 
la cui base pareggia la superficie di un tal solido, 
e 1’ altezza è quanto la OP . 

Cor. Dimostrandosi lo stesso per lo solido de- 
scritto da un altro rettilineo identico , il qual s 1 
iscriva nell’ altro quadrante OFC ; ne segue , che 
Se in un semicerchio s' iscriva un semipoligono 
di un numero pari di lati uguali , e questo si ri- 
volga intorno al diametro \ il solido iscritto nella 
sfera pareggerà quel cono , la cui base è uguale al- 
la superficie di questo solido , e V altezza è quanto 
la perpendicolare , che dal centro del semicerchio 
cade sopra un lato del semipoligono . 

PROPOSIZIONE XX1Y. 

TEOREMA. 

Za superficie di una sfera è uguale al reltan - 
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'goto contenuto da una linea retta , che rappresen- 
ta la circonferenza d. I suo cerchio generatore , e 
dal diametro di questo stesso cerchio . 

Sia ABC quel semicerchio, che genera una sfe- 
ra 5 ctl AC il suo diametro j ed il rettangolo ZY 
sia contenuto dalla XY , la quale rappresenti la 
circonferenza del diametro AC , e dalla XZ , che 
pareggia un tal diametro: dico che questo rettan- 
golo sia uguale alla superficie della sfera, che quel 
semicerchio descrive . 

Imperocché se il rettangolo ZY non è uguale 
alla superficie della sfera , che si descrive dal se- 
micerchio ABC j dovrà pareggiare la superficie d{ 
un’ altra sfera descritta da un semicerchio mino- 
re di ABC , o pur maggiore . Pareggi in primo 
luogo quella della sfex - a , che si descrive dal semi- 
cerchio abe minore di ABC , e concentrico . Si 
divida continuamente per metà la semicerconferen- 
za esteriore ABC , finche le corde de’ suoi archi 
AG , GB , BH , HC non tocchino la semicircon- 
ferenza interiore abe ; e dal centro O sopra una 
di tali corde GA si ahhassi la perpendicolare OP: 
sarà questa OP minore del raggio OA; e perciò la 
circonferenza del raggio OP sarà minore della cir- 
conferenza del raggio OA* , cioè della XY . Si ta- 
gli dunque dalla XY la Xjp uguale alla circonfe- 
renza del raggio OP , e si compia il rettangolo 
ZY ; sarà un tal rettangolo uguale alla superficie 
di quel solido , che si descrive dal semipoligono 
AGBHC iscritto nel semicerchio ABC * . Ma la 
superficie di questo solido è maggiore di quella 
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della sfera descritta del semicerchio ubo * $ la qua-* 
le si è supposto pareggiare il rettangolo ZY : a- 
dunque sarebbe il rettangolo 7,y maggiore dell'* 
altro ZY . Lo die ripugna . E perciò il rettan- 
golo ZY non può essere uguale alla superficie di 
una sfera descritta dal semicerchio abe minore di 
ABC . 

Suppongasi dunque questo rettangolo ZY esse- 
re uguale alla superficie di un'altra sfera, descrit- 
ta dal semicerchio DEF maggiore di ABC, e con- 
centrico . Si divida un tal semicerchio DEF con- 
tinuamente per metà , finche le corde de' suoi ar- 
chi DK , KE , EL , LF nou tocchino la semicir- 
conferenza interiore ABC; e sì abbassi dal centro 
O sopra una di tali corde DK la perpendicolare 
OQ: sarà questa OQ maggiore del raggio OA, e per- 
ciò la circonferenza del raggio OQ sarà maggiore 
di quella del raggio OA* ; cioè della XY . Laon- 
de si prolunghi la XY in T , finché XT pareg- 
gi la circonferenza del raggio OQ , e la XZ si 
prolunghi anche in R , in modo che la XR sia u- 
guale al diametro FD di quest’ altro semicerchio 
DEF ; e si compia il rettangolo RT : sara 

questo rettangolo uguale alla superficie del so- 
lido, che si descrive dal semipoligono DKELT*. 
Ma la superficie di questo solido è minore di quel- 
la della sfera generata dal semicerchio DEF , nel- 
la quale quel poligono viene ad essere iscritto * _ 
Adunque aneli*; il rettangolo RT, eh’ è uguale alla 
superficie di quel solido , dovrà esser minore de* 
•rettangolo ZY^ , che si suppone pareggiare quella 
della sfera . Lo che ripugna . Quindi il rettangolo 
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ZY non può essere uguale alla superfìcie di un* 
sfera descritta da un semicerchio maggiore di ABC. 
Si è poi dimostrato , die nè anche poteva esser 
quanto quella di una sfera descritta da un semi- 
cerchio minore . Adunque dovrà un tal rettangolo 
ZY essere uguale alla superfìcie della sfera , che 
si descrive dal semicerchio ABC. C. B. D. 
fig. 66 , Scol. Rappresenti AB la circonferenza del cer- 
chio generatore di una sfera , e la AC applicata 
perpendicolarmente alla AB nell’ estremo A , sia 
il diametro di un tal cerchio : se si compia il ret- 
tangolo CB , sarà questo uguale alla superficie di 
* p. 34. una tale sfera * . Or se si prolunghi la AC in D, 

« finche AD sia doppia di AC , e quindi quadrupla 

di AE metà di AC, e che perciò è uguale al raggio del 
cerchio, generatore della sfera 5 congiunte le BD , 
BE , il triangolo DAB essendo uguale al rettango- 
lo CB , sarà quanto la superficie sferica generata 
dal cerchio del raggio AE; e l’altro triangolo EAB 
+ p_ dinoterà un tal cerchio * . Laonde la superficie 
sferica starà al suo cerchio generatore , come il 
triangolo DAB all’ altro EAB ; cioè come DA ad 
AE , c quindi come 4 ad *• Vale a dire 

La superficie di una sfera è quadrupla del sua 
cerchio generatore 

E questa è 1 ’ esibizione della superficie di una 
sfera secondo Archimede . 

E volendo esibire un sol cerchio uguale alla su- 
perficie di una sfera, sarà questo il cerchio, che ba 
per raggio il diametro del cerchio generatore della 
sfera : poiché quel cerchio è quadruplo di questo , 
dall' essere il quadrato del raggio di quello , qua- 



sulla Sfera e sul Cilindro . 15? Lib. ì. 

àmpio del quadrato del raggio di questo * . * a. All. 


PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA. 

Ogni sfera è uguale ad un cono , che ha per 
base il cerchio uguale alla supeifcic della sfera , 
e per altezza il raggio di questa . 

Sia ABC quel semicerchio , che genera la sfera, fg. 79. 
ed OA il suo raggio: ed il cono ZXRY abbia per 
Rase il cerchio XRY uguale alla superficie della 
sfera , che da un tal semicerchio si descrive , e la 
sua altezza ZM sia quanto la OA : dico che que- 
sto cono pareggi quella sfera . 

Imperocché se il cono ZXRY non è uguale alla 
sfera , che si descrive dal semicerchio ABC ; do- 
vrà pareggiare una sfera la qual si descriva da un 
semicerchio minore di ABC , o pur maggiore . Si 
supponga in primo luogo uguale a quella sfera , 
che descrivesi dal semicerchio abe minore di ABC, 
e concentrico . Si divida continuamente per metà 
la semicirconferenza esteriore ABC , finché le cor- 
de de 1 suoi archi AG , GB , BH , IIC non tocchi- 
no la semicirconferenza interiore abc\ e dal cen- 
tro O si abbassi sopra una di queste corde AG la 
perpendicolare OP. Or poiché la superficie del so- 
lido j che si descrive dal scmipoligono AGBI1C 
rivolgendosi intorno ad AC é minore della super- 
fìcie della sfera , che vien descritta dal semicerchio 
ABC ; e questa si è supposta pareggiare il cerchio 
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' XRZ; dovrà perciò quella superficie essere quan- 
to un cerchio minore di XRY. Sia questo il cer- 
chio xry , che si supponga concentrico all’ altro 
XRY , e s’ intenda descritto su questo cerchio il 
cono zxry , che abhia per altezza la *M uguale 
alla OP , eh’ è minore di OA , e quindi di MZ ; 
sarà un tal cono ugnale al solido generato dal 

* c.p.23. semipoligono AGBHC * . Ma questosolido è mag- 

giore della sfera , che si descrive dal semicerchio 
abe : adunque dovrebbe anche il cono zxry esser 
maggiore dell'altro ZXRY. Lo che ripugna. Non 
può dunque il cono ZXRY essere uguale ad una 
sfera la quale sia descritta da un semicerchio mi- 
nore di ABC . 

Si supponga perciò , eh' esso cono possa pareg- 
giare la sfera , che si descrive da un semicerchio 
maggiore di ABC ; e lia questo il semicerchio 
DEF concentrico ad ABC . Si divida anche la 
Semicirconferenza esteriore DEF continuamente 
per metà , finché gli archi FK, KE , EL , LF 
sieri tali , che le loro corde non tocchino la se- 
micirconferenza interiore ABC , e sopra una di 
tali corde DK si abbassi la perpendicolare OQ . 
E poiché la superficie del solido , che si genera 
dalla rivoluzione del semipoligono DKELF intor- 
no alla DF, è maggiore della superficie della sfe- 

* c.p.ai. ra, che si descrive dal semicerchio ABC *: perciò 

dovrà la superficie di quel solido esser uguale ad 
un cerchio maggiore del cerchio XRY : sia questo 
il cerchio SVT descritto intorno allo stesso cen- 
tro M di quello , e su di esso s’ intenda eretto 
quel cono , che ha per altezza la NM uguale alla 
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OQ, ch’è maggiore della OA, e quindi della MZ; 
sarà un lai cono uguale a quel solido * . Laonde * c.p.u3. 
siccome quel solido è minore della sfera , die si 
descrive del semicerchio DEF nella quale è iscrit- 
to *; cosi sarà pure il cono NSVT minore dell’ al- * c. p. ig. 
irò ZXRY. Lo che anche ripugna. E perciò non 
può il cono ZXRY pareggiare la sfera, che si de- 
scrive da un semicerchio maggiore di ABC . Ma 
si è poc’ anzi dimostrato , che nè pure poteva 
quel cono pareggiare una sfera, la quale si descri- 
vesse da un semicerchio minore di ABC . Adun- 
que dovrà esser quanto la sfera , che da un tal 
semicerchio si descrive . C. B. 1). 

Scol. Essendo la superficie di una sfera qua- 
drupla del suo cerchio generatore * ; ed i due co- *sc.p.a4* 
ni uno che abbia per base la superficie sferica , 

1’ altro il cerchio generatore di esso , e per al- 
tezza comune il raggio , dovendo esser tra loro 
come le basi*; perciò sarà il primo quadruplo del * u.XII 
secondo . Ma si è dimostrato , clic il primo sia 
uguale alla sfera . Adunque 

Ogni sfera è quadrupla di quel cono , che ha 
per base il cerchio , generatore della sfera , e per 
altezza il raegio di questo . 

Ed è in tal modo , che Archimede ha esi- 
bita la sfera . 

PROP OSIZIONE XXVI. 

TEOREMA. 

Ogni cilindro che abbia la base uguale al cer- 
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litio generatore dì una sfera , e per altezza il dia- 
metro di questo , è sesquialtero della sfera : e la 
di lui superfeie insieme colle basi , è ancora ses- 
quialtera della superficie della sfera . 

N. B. Una grandezza si dice sesquialtera dì un* 
allra , se questa accresciuta della sua metà pareggi 
la prima . 

Imperocché il cilindro , che abbiamo dello , es- 
sendo triplo di quel cono , che ha la stessa base 

* io. XII sua, e 1 ’ altezza medesima * , dovrà esser sestuplo 

di quell' altro cono , che ha la medesima base , e 

* 14 XII l iel ' altezza il raggio dalla sfera * : si è poi dimo- 
*sc.p.a5. strata la sfera quadrupla di quest’ultimo cono * . 

E chiaro dunque , che il cilindro sia sesquialtero 
della sfera . 

Di nuovo , poiché la superficie di un tal cilin- 
dro sta alla base , come il doppio del later del ci- 

* p. io. lindro al raggio di essa base*: ed è il lato del ci- 

lindro proposto uguale al diametro della sua ba- 
se 5 quindi il doppio del lato sarà quadruplo del 
raggio della base ; e perciò anche la superficie ci- 
lindrica sarà quadrupla della base. Laonde se ad 
una tal superficie vi si aggiungano le due basi ; 
sarà la superficie cilindrica insieme colle due basi 
sestupla di una di queste , cioè del cerchio gene- 
ratore della sfera . Ma si è dimostrato, che la su- 
perficie della sfera è quadrupla di questo stesso 
■*5cp?f cerc h'° *5 quindi tutta la superficie cilindrica è 
sesquialtera di quella della sfera . C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XXVII. 

teorema; 

La superficie di un segmento sferico è uguale 
al rettangolo contenuto da una linea retta , che 
rappresenta la circonferenza del cerchio generatore 
deW intera sfera , e dall' altezza di quell' arco di 
questo cerchio , dal quale si descrive la superficie 
del proposto segmento. 

Sia ABC il semicerchio , che genera una sfera ; fig. 8e< 
ed abbassato da un qualunque punto B della se- 
micirconferenza ABC la perpendicolare BH sul 
diametro AC, dinoti AEBH quel senusegmento cir- 
colare dal quale si descrive un segmento sferico : 
sia pai il rettangolo ZY contenuto dalla XY uguale 
alla circonferenza del cerchio , che ha per raggio 
OA, e dalla XZ uguale alla All altezza dell’arca 
AB: dico che tal rettangolo ZY pareggi la superfi- 
cie del segmento sferico descritto da ABBI! , 

Poiché se questo rettangolo non è uguale alla su- 
perficie di un tal segmento sferico , il qual si sup- 
ponga minore della mezza sfera ; dovrà pareggiare 
la superficie di un segmento sferico, la qual si de- 
feriva da un arco circolare maggiore di AEB, o pur 
minore , e che si potrà supporre sottendere’ quello * 
stesso angolo AOB, eh’ era sotteso dall’arco AEB. 
Suppongasi in primo luogo uguale ad una superficie 
sferica generata dall’arco aeh minore di AEB, e de- 
sciillo come si è detto. Si divida continuamente per 

U 
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“metà l’arco AEB, finché le corde degli archi, in cui 

*c.l. 2 .XIIresta divìso, non tocchino l’altro arco aeb*-, c sopra 
una di tali corde Ah: si abbassi la perpendicolare 
OP, che sarà minore di OA, e quindi di XZ ; che 
perciò anche la circonferenza del raggio OP sarà 

* C. p. 3. minore di quella del raggio OA * , cioè della linea 

retta XY. Laonde si tagli dalla XY la Xj uguale alla 
circonferenza del raggio OP,e si compisca il ret- 
tan"olo 7.jr , il quale sarà quanto la superficie , 
che si descrive dalle corde AE , EB , nel rivol- 

* p. 32 gers j insieme coll’ arco AEB intorno ad AO * . 

Or una tal superficie è maggiore della superficie 
*,p. ai. sferica, che si descrive dall’ arco circolare aeb *: 
quindi anche il rettangolo Zr dovrà esser maggio- 
re dell’ altro ZY. Lo che non può essere . E perciò 
non può il rettangolo ZY pareggiare la superficie 
sferica descritta da un arco circolare minore di AEB. 

Sia perciò un tal rettangolo uguale a quella super- 
ficie sferica, che vien generata da un altro arco circo- 
lare DFG maggiore di AEB , c descritto come nel 
principio di questa dimostrazione si è detto. Si di- 
vida purè un tal arco continuamente per metà, finché 
le corde DF, FG delle parti , in cui si è esso diviso 
*c.l.a.XlI non tocchino 1’ altro arco AEB ; e si abbassi 
dal centro O comune a questi due archi , la per- 
pendicolare OQ sopra una di quelle corde DE : 
sarà OQ maggiore di OA -, e perciò la circonfe- 
renza del raggio OQ sarà anche maggiore di quel- 

* c „ 3 la del raggio OA * , cioè di XY . Laonde si pro- 

1 lunghi XY in T , finché XT sia uguale alla cir- 
conferenza del raggio OQ : e prolungata anche la 
XZ 111 lt , sicché Xll pareggi DII altezza dell’ 
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arco DG , si compia il rettangolo RT , il quale "" 

sarà ugnale alla superficie , die si descrive dalle 
corde DF, FG involgendosi insieme coll’ arco 
DFG intorno al raggio DO * . Ma una tal su- P* 
perfide è minore di quella , che in questa rivolu- 
zione si descrive dall' arco DFG : adunque dovrà 
benanche il rettangolo UT esser minore del ret- 
tangolo ZY. La qual cosa è impossibile. E per- 
do non può il rettangolo ZY esser uguale alla 
superficie sferica , che si descrive da un arco mag- 
giore dell’ arco AEB : si è pur dimostrato , che 
non poteva un tal rettangolo pareggiare la super- 
ficie sferica , che si desci-iverebbe da un arco mi- 
nore di AEB . Laonde dovrà esser quanto quella, 
che si descrive dall’ arco AEB . 

Clic se il segmento sferico fosse stato maggiore 
della mezza sfera , cioè quello , che vien descritto, 
dal semisegmento circolare CBI£ maggiore del qua- 
drante ; è chiaro che la shr superficie , sia anche 
quanto il rettangolo della circonferenza del raggio 
OA in CII : poiché essa è la differenza della su- 
perficie della sfera , e di quella dell’altro segmen- 
to sferico generato dal scHiiscgmcnto circolare 
AEBH, ch’è minore del quadrante; e quindi quan- 
to la differenza de’ due rettangoli , che hanno per 
base comune la circonferenza del raggio OA, c per 
altezze le CÀ , ed HA rispettivamente. C. B. D. 

Cor. Paragonando adesso il rettangolo della cir- 
conferenza del raggio OA in AC , il qual pareggia 
la superficie sferica descritta dalla semicirconferenza 
ABC*, al rettangolo della circonferenza dello stesso + p. 2( | t 
raggio OA in AH , il quale è quanto la porzione 
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— di superficie sferica descritta dall’arco circolare 

* p. 3 7 - AEB *; si vede chiaramente , che avendo questi 

rettangoli per base comune il cerchio del raggio 
OA debbano esser tra loro come le altezze , cioè 
come CA ad AH. Val quanto dire, che 

La superficie di una sfera stia a quella di un suo 
segmento , come il diametro della sfera all'altezza 
del segmento . 

fisr. 81. Scol. Sia AC il diametro di una sfera, ed ABC 
il semicerchio generatore di essa: sia poi AE 1 ’ al- 
tezza di un suo segmento sferico , cioè di quel- 
lo, che si descrive dal semisegmento circolare ABE \ 
sarà la superficie di una tale sfera all'altra di quel 

* c. prcc. segmento sferico , come CA ad AE * , cioè co- 

*. 1 uoXl me CA a < I ue ^ c> di AB * 5 0 final- 

mente come il cerchio del raggio CA a quello del 

* ^ Xn. la "3' 0 AB * . Per lo che essendosi dimostrato il 

cerchio del raggio CA uguale alla superficie della 

* ftt .p 9.4 sfera , che dcscrivesi dal semicerchio ABC * 5 sarà 

anche la superficie del segmento sferico descritto 
dal semisegmento circolare ABE, uguale al cerchio 
di I raggio AB. Ma nel descriversi il segmento sfe- 
rico dal semisegmento circolare ABE, l’estremo B 
della x^B descrive il cerchio , eh’ è base di un tal 
segmento sferico . Laonde . 

La sufjerficie di ttn segmento sferico è uguale a 
quel cerchio il cui raggio è una linea retta , che 
si tiri dal vertice del segmento ad un qualunque 
punto della circonferenza della base di esso . 

Ed è in questo modo , che Archimede esibisce 
la superficie di un segmento sfeiico. 
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• PROPOSIZIONE XXVIII. 

JIOIEMAi 

Ogni settore sferico è uguale a quel cono , che 
ha per base quel cerchio , il qual pareggia la su- 
perficie sferica , che termina il settore , e per al- 
tezza il raggio della sfera . 

Sia AEBO quel settore circolare , clic rivolgen- fig. 80. - 
dosi intorno al raggio OA descrive il settore sfe- 
rico ; ed il cono ZXRY abbia la sua base XRY 
uguale alla superficie sferica generata in tal rivo- 
luzione dall’ arco AEB , cioè , al cerchio del rag- 
gio AB * , c per altezza la ZM uguale ad OA : *6C.p.ay. 
dico che questo cono sia quanto quel settore sfe- 
rico . 

Imperocché se non è il cono ZXRY uguale al 
settore sferico , che vien descritto dal settore cir- 
colare AEBO , il qual si supponga per ora mi- 
nore del quadrante ; sarà quanto un altro settore 
sferico maggiore di quello , che descrivesi dal set- 
tore circolare AE^O , o pur minore . Sia primie- 
ramente minore , c suppongasi perciò uguale a 
quell’ altro settore sferico, che si descrive dal set- 
tore circolare aebO minore di AEBO , e costitui- 
to con questo nello stesso angolo AOB. Si divida 
continuamente per metà 1 ’ arco esteriore AEB , 
finché le corde AE , EB delle sue parti non toc- 
chino 1’ arco interiore aeb ; e poi s’ intenda rivol- 
gersi il rettilineo AEBO insieme col settore cir- 
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~ ~ ~ colare AEDO intorno al raggio OA . E poiché la 
superficie , che in tal rivoluzione si descrive dalle 
ÀE , EB è minore di quella , che descrivesi dall’ 

* p. jg. arco AEB * ; perciò quella superficie sarà rappre- 

sentala da un cerchio minore del cerchio XRY , 
che pareggia questa : sia questo il cerchio xry con- 
ceutrico ad XRY , e su di esso si descriva il co- 
no dell’ altezza Mz uguale ad .OP , eh’ è minore 
di OA , e quindi anche di MZ ; sarà un tal co- 
no uguale al solido , che si descrive dal rettilineo 

« AEBO * ; e perciò maggiore del settore sferico 

generato dal settore circolare aebO , ossia del co- 
no ZXRY , die si era supposto pareggiare questo 
settore . Lo che è impossibile . Adunque il cono 
ZXRY non è minore del settore sferico , che si 
descrive dal settore circolare AEBO . 

Sia perciò maggiore di esso , e quindi uguale a 
quel settore sfèrico , il quale vien generato dal 
settore circolare DFGO maggiore dell’allro AEBO, 
e costituito nello stesso angolo AOB . Si divida 
continuamente per metà 1’ arco 1)FG , finché le 
corde delle sue parti DF, FG non tocchino l’al- 
tro arco AEB ; e poi s’ intenda rivolgersi il ret- 
tili neo DhGO intorno ad 013; sarà la superficie, 
che si descrive dalle DF , FG maggiore della 
superficie sferica , che vien generata dall’ arco 

* p. 21 . A1SB *; e perciò quella tal superficie sarà rap- 

presentata da un cerchio maggiore del cerchio XRY. 
Sia questo il cerchio SVT , che suppongasi con- 
centrico all’ altro XRY , e poi su di esso s’ in- 
tenda descritto quel cono , che ha 1’ altezza MN 
Eguale alla perpendicolare OQ , che dal centro O 
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dell’ arco DFG si abbassa sopra una di quelle 
corde DF. E poiché un tal cono è quanto il soli- 
do generato dal rettilineo DFGO * ; sarà esso cono 
minore del settore sferico , che dcscrivesi dal set- 
tore circolare DFGO , e quindi dell’ altro cono 
ZXBY, che si è supposto pareggiare un tal setto- 
re sferico. Lo che è impossibile Laonde nè pur 
può il cono ZXRY esser maggiore del settore 
sferico generato dal settore circolare AEBO : si è 
poi dimostrato , che non poteva esserne minore. 
Adunque, gli dovrà essere uguale . 

Che se il settore sferico proposto fosse stato de- 
scritto dal settore circolare BCO maggiore del qua- 
drante : essendo un tal settore sferico la differen- 
za della sfera , e dell’ altro settore di questa , che 
si descrive dal settore circolare AEBO minore del 
quadrante ; sarà perciò quanto la differenza di que’ 
coni, che pareggiano questi solidi; e quindi quanto 
il cono , che ha per base la superficie sferica de- 
scritta dall’arco BC , e per altezza la OA. C.B.D. 

Cor. Essendo la sfera , ed un suo settore ri- 
spettivamente uguali a due coni , uno , che ha per 
base un cerchio uguale alla superficie sferica , e 
per altezza il raggio * , e 1’ altro , che ha per ba- 
se quel cerchio , che pareggia la superficie sferica, 
che termina il settore , e la stessa altezza * ; sa- 
ranno perciò quei due solidi , come questi due co- 
ni ; e quindi come le loro basi * , cioè come la 
superficie della sfera alla superficie della porzione 
sferica , che termina il settore ; o finalmente co- 
me il diametro della sfera all’ altezza di una tal 
porzione sferica * , 


Lih. 1. 


p. a 3 . 


* P- 37. 

* p. a8. 
*11. ìa. 

* c.p.a 7. 
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A R C H I M E D B 


PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA. 

Ogni segmento sferico è uguale ad un cono, che 
tien per base quel cerchio , il cui raggio è l' altez- 
za di esso segmento , e per asse la rimanente 
porzione del diametro accresciuta del raggio . 

fg. 81, Rappresenti ABC il semicerchio generatore di 
una sfera , ed ABE sia quel scmisegmento circo- 
lale dalla cui rivoluzione intorno ad AE si gene- 
ra il segmento sferico : dico che questo segmento 
sferico sia uguale al cono , che ha per base quel 
cerchio , il cui raggio è 1 ' altezza AE di esso 
segmento , e per asse la rimanente parte EC del 
diametro accresciuta del raggio OA . 

Imperocché essendo il quadrato di AB uguale 
ai quadrati delle AE , EB , anche il cerchio del 
raggio AB dovrà pareggiare i cerchi, clic hanno per 
j t XH raggi AE , EB * ; e perciò il cono , che ha 
per base il cerchio del raggio AB , e per altezza 
* la AO , cioè il settore sferico generato dal setlo- 
* p. 28. re circolare ABO * , dovrà essere uguale ai due 
coni i quali hanno per basi i cerchi dei raggi 
* C >P -1 7* - ^ L ®’ ’ e P er a ^ tezza 1 “ medesima AO *: tolto- 

ne di comune il cono , la cui base c il cerchio 
del raggio BE , ed EO n’ è 1 ’ altezza , cioè quello, 
che si descrive dal triangolo BEO rivolto intorno 
■a EO-, o pure aggiungendovelo di comune, secondo 
il settore circolare ABO era minore del qua- 
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drante, o pur maggiore; sarà il segmento sferico de- “ 
scritto da ABE uguale a due coni, dei cpiali uno lia 
per base il cerchio del raggio AE, e per altezza AO, 
e l’altro ha per base il cerchio del raggio BE, e per 
altezza AE . Or poiché AE sta ad EB , come EB 
ad EC ; sarà AE ad EC , come il quadrato di 
AE a quello di EB , o come il cerchio del raggio 
AE a quello del raggio EB * : e perciò il cono , * 
che ha per base il cerchio del raggio AE , e per 
altezza EC , è uguale all’ altro la cui base c il cer- 
chio del raggio BE, ed AE n'ò l’altezza *. Laonde * 
sostituendo questo cono a quello ; sarà il segmen- 
to sferico generato da ABE uguale ai due coni , 
dei quali ciascuno ha per base il cerchio del rag- 
gio AE , ed un di essi ha per altezza AO , 1’ al- 
tro EC ; c quindi ad un sol cono , che ha per ba- 
se quel cerchio, e per altezza le EC, ed AO pre- 
se insieme * . C. B. 1). 

Scol. In ordine a CE , eh’ è 1’ altezza di uno 
dei segmenti in cui resta divisa una sfera , alla 
stessa CE insieme con CO raggio di essa sfera, e 
ad EA altezza dell’altro segmento sferico si ritrovi 
la quarta proporzionale M; sarà, permutando, CE 
adEA , come EC insieme con CO ad RI, c quindi 
come quel cono , che ha per base il cerchio 
del raggio EA, e per altezza EC insieme con CO 
all’ altro della stessa base , e che ha M per altez- 
za • Ma questo cono sta poi all’ altro , che La per 

base il cerchio del raggio BE , e per altezza M , 

come il cerchio del raggio EA a quello del rag- 
gio EB , cioè come EA ad EC . Adunque , per 

egualità ordinata, starà il cono la cui base è il 


Lib. 1 


'a.XII. 

i5.XII 

* cp. 16 
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— ~ “ " cerchio del raggio EA, ed EC insieme con CO n'è 
1’ altezza , al cono che ha per base il cerchio del 
raggio BE , ed M per altezza , come CE ad EC, 
cioè in ragiou d’ uguaglianza . Che perciò siccome 
quel primo cono si è dimostrato uguale al seg- 
mento sferico , che si descrive dal semi segmento 
*l.p. 2 Q. circolare CBE *; così a questo stesso segmento 
sarà pure uguale l’altro cono , che ha per base il 
cerchio del raggio BE , ed M per altezza . Ed 
ecco come facilmente si ricava dalla nostra esibi- 
zione di un segmento sferico , quella di Archime- 
de , cioè che 

Ogni segmento sferico sia uguale a quel cono , 
che ha la stessa base del segmento , e per altezza 
la quarta proporzionale in ordine all' altezza dell' 
altro segmento , a questa stessa accresciuta del rag- 
gio della sfera , e all' altezza del segmento pro- 
posto . 

FINE. 
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PREFAZIONE. 


*731 


T 

X i. cerchio , eh’ è dopo le figure rettilinee In 
piu semplice, era naturale, che dovesse eccitar su- 
bito dopo queste la curiosità dei Geometri in cer- 
carne la misura . Sapendo già essi , che 1 ’ aja di 
un poligono regolare iscritto in un cerchio era u- 
guale al rettangolo del suo perimetro nella metà 
della distanza di uno de’ suoi lati dal centro del 
cerchio in cui era iscritto 5 passando dai poligoni 
iscritti al cerchio stesso , non dovettero stentar 
molto a dimostrare , che il cerchio era quanto il 
rettangolo della sua circonferenza nella metà del 
raggio ; e quindi a ridurre il Problema della qua- 
dratura del cerchio a quello della rettificazione 
della circonferenza . 

Tra i molti tentativi, che furon fatti per la ret- 
tificazione della circonferenza , il primo di cui ci 
sia pervenuta notizia è quello di Dinostrato , 
fratello del Geometra Menccmo parlicolar disce- 
polo di Platone . Egli si valse in questa ricerca 
di una curva , che per la proprietà che aveva di 
quadrare il cerchio , fu chiamata Quadratrice j 
e forse perchè Dinostrato fu il primo a ravvisar- 
vela , fu perciò delta di Dinostrato . E di 
una tal curva si valsero anche a quest’ oggetto 
Nicomedc , e molti altri geometri della Scuo- 
la Platonica . Ma questa maniera di quadrare 
il cerchio fu ben presto riconosciuta come poco 
soddisfacente , e poco geometrica 5 mentre per la 
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genesi < 3 ì ima tal curva si esigeva un certo moto, 
ed una determinata velocità di un punto , la quale 
non poteva esibirsi senza prima ammettere la ret- 
tificazione della circonferenza; e volendo ottener tal 
curva geometricamente , bisognava ricorrere a quei 
luoghi, die gli antichi dicevano alla superficie; o pur 
descriverla per mezzo di una linea spirale descrit- 
ta in un piano: e 1' una, e l’altra di queste conside- 
razioni era molto vaga, e poco conducente alla vera 
Soluzione del Problema : esse non erano però di- 
spregevoli , nè lo sono tuttavia , avendo dato luo- 
go alla scoperta di una proprietà importante della 
quadratrice . Ili generale gli sforzi , ed i tenta- 
tivi di un vero geometra, se non lo fanno riuscire 
in quello, clic cerca, non sono però mai perduti, 
ed infruttuosi. 

Il Problema della quadratura del cerchio era 
dunque ai tempi di Archimede ancora tra le co- 
se desiderate dai Geometri ; ed è perciò che 
quest’ uomo sommo , dotato di un ingegno fatto 
per eseguire tutto ciò, di' era nuovo , ed arduo , 
avendo intrapreso a risolverlo , diede il primo , 
con una destrezza singolarissima per quei tem- 
pi , un approssimante rapporto del diametro del 
cerchio alla circonferenza, e del cerchio al quadrato 
circoscritto ad esso. Il primo di tali rapporti, del 
quale molti si avvalgono in pratica, anche a dì no- 
stri , perchè proposto in termini ristrettissimi , è 
quello di 7 a 22; e l’altro, che deducesi facilmen- 
te dal primo , è quello di 11 a i 4 • Non vi man- 
carono però anche in quei tempi felici per la Geo- 
metria molti , che indegni affatto del nome di Geo- 
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moiri , protesero di aver ritrovato in diversi modi 
r esatta quadratura del cerchio . Ed i loro para- 
logistici ragionamenti, che non ci sono per buona 
fortuna pervenuti , possono scusare alquanto i 
tempi nostri , nei quali di questi falsi quadratori^ 
appena iniziali nella Geometria , spesso spesso se 
ne schiudono . 

Chi desidera una completa, ed insieme dilettevol 
notizia delle varie ricerche sulla quadratura del 
cerchio potrà leggere un Opuscolo del Sig. Mon- 
tucla , che trovasi anche inserito nella fine del se- 
condo volume della sua Storia delle Matematiche, 
edizione del 1792. Per me basta solamente 1 ’ av- 
vertire , che dal Wallis in poi , tutti i sommi 
Geometri Moderni, -tra i quali il Newton, il Leib- 
nitz , Giacomo Gregory , ed lluygliens , si so- 
no occupati ad escogitare dei metodi ingegnosis- 
simi , per approssimare nella maniera più gran- 
de possibile la circonferenza del cerchio . E 
che Laguy portò quest’ approssimazione sino a 
farla differire dalla vera circonferenza per me- 
no di un fratto , il cui numeratore fosse 1’ uni- 
tà , ed il denominatore un numero compo- 
sto di 128 cifre decimali ; in modo tale che, co- 
me si esprime il Signor Montucla , 1 ’ errore su di 
un cerchio del diametro cento milioni di volte 
maggiore di quello della sfera delle stelle fisse , 
supponendo la parallasse dell’ orbe terrestre sola- 
mente di un secondo , sarebbe più bilioni di bi- 
lioni di volte minore del diametro di un capello . 
Approssimazione , che spaventa , e della quale 
non avendosene alcun bisogno in pratica , non 



serve a<l altro , che a provate 1’ estrema pazienza 
di quello, che se n’ era occupato , e 1’ attività del 
metodo, clic gliel’ aveva fatto ottenere. Contultociò 
1’ Eulero ha mostrato co’ suoi metodi , che 1’ ap- 
prossimazione del Lagny poteva spingersi anche più 
oltre, ed ottenersi con arlifìzj di calcolo anche più 
attivi . E ciò è sufficiente a far conoscere , con 
quanto poco Luon senso tanti a giorni nostri , 
perdono inutilmente il loro tempo in paralogisti- 
che ricerche sul Problema della quadratura dei- 
cerchio . 

Senza però ricorrere ai Metodi proposti dai 
sommi Analisti Moderai , i quali implicano del- 
le ricerche sulle serie , mi sono attenuto in que- 
sto Litro della Misura del Cerchio al metodo di 
Giacomo Gregory , ricavato dai soli principj di 
Geometria , e condotto a line con ovvissime ope- 
razioni Aritmetiche ; poiché un tal metodo è mol- 
lo semplice, c facile, e dà un’approssimazione 
per gli usi pratici più che sufficiente , ed esatta . 
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3. ha figura curvilinea si dirà essersi quadra- 
ta , se ella per mezzo di mia geometrica costru- 
zione è trasformata in un’ altra rettilinea . 

Poiché a quest’ ultima figura può sempre esi- 
Lirsi un quadrato uguale * . 

a. E si dirà rettificata una curva , se con geo- 
metriche operazioni si rinvenga una linea retta 
die la pareggi . 

Scol. La quadratura di uno spazio curvilineo 
è o esatta , o per approssimazione . Si. dice esat- 
ta , allorché la figura rettilinea pareggia lo spa- 
zio curvilineo a rigor geometrico , e senza averne 
trascurata veruna, ahbenchè minima, quantità ; ed 
è per approssimazione quando si rinviene una fi- 
gura rettilinea , clie differisca dallo spazio curvi- 
lineo per una quantità piccolissima , e per conse- 
guenza trascurabile . E lo stesso deve dirsi con- 
venevolmente per la rettificazione di una curva , 


W 
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LEMMA I. 


Ogni poligono di un numero pari di lati u- 
guali iscritto in un cerchio , è medio proporzionale 
tra quell' altro poligono legature iscritto nel cer- 
chio stesso , che ha la metà di lati , ed il poligo- 
no circoscritto simile a questo . 



fs ■ 82 . Sia DB il lato di un poligono di un numero 
pari di lati uguali , iscritto nel cerchio DBE ; e 
da un estremo D dell’arco DB si abbassi sul rag- 
gio GB , che passa per 1’ altro estremo , la per- 
pendicolare DF , la qual si produca sino alla cir- 
conferenza in E ; sarà 1’ arco BE uguale all’ arco 
* 3o.UI. BD * ; c quindi la DE dinoterà il lato di quel 
poligono regolare iscrittihile nel cerchio DBE , che 
ha la metà di lati del già iscritto . Finalmente per 
lo punto B si tiri ad un tal cerchio la tangente 
ABC , la quale si arresti ai raggi OD , OE, che 
passano per gli estremi dell' arco DBE ; sarà que- 
sto il lato del poligono circoscritlihile al cerchio 
DBE , simile all 1 iscrittihile del lato DE 5 la 
qual cosa può facilmente rilevarsi dal Lih. IV. di 
. Euclide . Or io dico, che i poligoni i quali hanno 

per loro lati le DE , DB , AC sieno continua- 
mente proporzionali . 

E poiché i triangoli DFO , ABO sono rispetti- 
vamente uguali agli altri OFE , OBC ; perciò sa- 
ranno essi triangoli DFO , ABO le metà degli 
altri DOE , AOC . Laonde dividendosi i poligo- 
ni , che hanno per lati le DE , AC in tanti tri- 
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angoli , come DOE , AOC , quanti sono i loro 
lati 5 si divideranno per conseguenza in tanti tri- 
angoli , come DFO , ADO , quanti ne dinota il 
doppio numero de’ lati di essi , cioè il numero di 
quelli del poligono del lato BD. Ma lo stesso nu- 
mero di volte si contiene anclie il triangolo fì()B 
in quest’ ultimo poligono . Adunque i triangoli 
DI'O , DOB , ABO sono tre grandezze, delle qua- 
li ne sono ugualmente multiplici rispettivi il poli- 
gono del lato DE , quello del lato DB , c 1 ’ al- 
tro del lato AC : e perciò questi poligoni saran- 
no tra loro come quei triangoli * . Or il triango- 
lo DOF sta all’ altro DOB , come la Base OF al- 
la Base OB, per essere ugualmente alti *; e quin- 
di come OD a OA *; ed in questa stessa ragione 
è purè il triangolo DOB al triangolo BOA , per 
aver essi il loro vertice comune in B : che perciò 
il triangolo DOF starà al triangolo DOB , come 
questo triangolo DOB all’ altro AOB cioè i tre 
triangoli DOF , DOB , BOA saranno continua- 
mente proporzionali ; e quindi anche continua- 
mente proporzionali saranno i poligoni , che han- 
no rispettivamente per lati le DE , DB , AC , i 
quali si sono dimostrati proporzionali ad essi 
triangoli DOF , DOB , AOB . C. B. D. 
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Ogni poligono di un numero pari di lati ti- 
gnali , circoscritto ad un cerchio , è quarto pro- 
porzionale in ordine alla somma' de' due poligoni 
iscritti in questo cerchio , V uno simile al già cir- 
coscritto , e 1' altro , clic ha la metà del numero 
di lati , al doppio di questo , ed all ’ altro poligono 
circoscritto , che gli è simile . 


fe • 82 . 


3. VI. 


Si supponga fatto Io stesso apparecchi© del Lem- 
ma precedente , e sieno DB , DE i la li dei due 
poligoni iscritti nel cerchio DBE , cd AC un lato 
di quel poligono circoscritto , eh’ è simile all’ i- 
scritlo del lato DE : e di più si tirino al cerchio 
DBE , per gli punti D, E , le tangenti DL , Eli; 
sarà LH il lato dell’ altro poligono circoscritto 
simile all’ iscritto del lato DB , cioè sarà LU 
il lato di quel poligono regolare circoscritto al 
cerchio DBE * che ha dopjno numero di lati del 
già circoscritto . Or io dico , che questo poligono 
del lato LH sia quarto proporzionale in ordine 
ai due poligoni iscritti , cioè quelli , clic hanno 
per lati le DB , DE , al doppio di questo del la- 
to DE , ed al poligono circoscritto del lato AC . 

Si congiunga OL . E poiché i due triangoli 
LDO , LBO hanno tutti i loro lati uguali ; per- 
ciò essi saranno anche uguali , e l’ angolo DOB 
resterà Insegato dalla LO : per la qual cosa starà 
AO ad OB , o pure OD , come AL ad LB * . 
Ma AO sta ad OD , come il triangolo ABO al 
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triangolo DBO *, o pure come questo triangolo * 1 . VI'. 
DBG all’ altro DOF * ; ed AL sta ad LB , come * I. prec. 
il triangolo AGL al triangolo LOB * . Adunque * lm VI. 
starà il triangolo DBO al triangolo DOl’, come 
il triangolo AOL all' altro LOB : c componendo» 
i due triangoli DBO •, DOF staranno al triangolo 
DOF, come il triangolo AOB al triangolo LOB. 

Ma il triangolo DOF sta al suo doppio , come il 
triangolo LOB al doppio di esso * , cioè al qua- 
drilatero DOBL . Laonde le tre grandezze, cioè 
i due triangoli DOB , DOF insieme , il triangolo 
DOF, ed il doppio di questo stesso triangolo DOF 
sono in ordinata ragione con tre altre grandezze « 
cioè col triangolo AOB , col triangolo LOB , c col 
quadrilatero DOBL ; e quindi , per equalità, dovrà 
stare il triangolo DOB insieme coll’ altro DOF al 
doppio di esso DOF , come il triangolo AOB al 
quadrilatero DOBL . Per la qual cosa , essendosi 
dimostrato , che i poligoni i quali hanno per lati 
rispettivamente le DB, DE, AC sieno ugualmente 
multiplici dei triangoli DOB, DOF, AOB e*dimJpr. 
polendosi facilmente dimostrare , che il poligono 
del lato L1I sia pure ugualmente raultiplice del 
triangolo LOH , e quindi del quadrilatero DOBL, 
che a questo triangolo è uguale , per essere am- 
bedue doppj dello stesso triangolo LOB ; ne se- 
gue , che dovendo aver luogo tra gli ugualmente 
multiplici la stessa proporzione , che tra le par- 
ti * , debba perciò stare il poligono del lato DB 
insieme con quello del lato DE al doppio del po- 
ligono del lato DE , come il poligono del lato 
AC al poligono del lato L1I . C. B. D, 
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io , con un approssimazione di 
meno di una diccimilionesima , suiti espresso da 
3 , i/n 5 yi 6 quadrati del raggio . 


Essendosi preso per unità il raggio del cerchio; 
quadralo del raggio dinoterà 1’ unità quadrata , 
quale , ne farà doppio il quadrato iscritto 
cerchio , e quadruplo il circoscritto . Quindi 
se tal unità quadrata si concepisca divisa in 

1.0000000 di parti uguali ; il quadrato iscritto in 
un tal cerchio sarà espresso da 2,0000000, e’1 cir- 
coscritto da 4,0000000 . E trovando aritmetica- 
mente un medio jiroporzionale tra i due numeri 

2.0000000 , c 4>ooooooo ; un tal medio proporzio- 
nale , eh’ è 2,8284271 esprimerà in quadrati del 
raggio l’ottagono iscritto *. Ed il quarto propor- 
zionale 3 , 3 137085 in ordine alla somma di que’ 
numeri , che si è poc’ anzi veduto rappresentare 
1’ ottagono , e ’l quadrato iscritto , al doppio di 
questo , ed al numero , che esprime il quadrato 
circoscritto , dinoterà anche in quadrati del raggio 
1 ’ ottagono circoscritto *. Similmente passando, col 
mezzo dei due precedenti Lemmi , dall’ ottagono 
iscritto, c circoscritto ad un tal cerchio, prima alla 
figura di 16 lati iscritta , e poi allacircoscritta , e 
così continuando successivamente, si troverà esser 
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3,1412772 
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3,1415729 
3,*4 16877 
3 ,i 4 i 59 i 4 
3,1415923 
3,1415920 
3,14*5926 

Donde chiaramente apparisce , clic le due figure 
% ciascuna di 32768 lati uguali, una iscritta , e 1' al- 
tra circoscritta al cerchio, fino alle loro parti 
diecirailionesime non si differiscono aifatto tra lo- 
ro, essendo espresse dallo stesso numero 3 , 1415926; 
ond’ è , che la loro differenza dovrà consistere in 
parti più piccole di una diccimilioiiesima del qua- 
drato del raggio . E perciò anche il cerchio , eh’ 
è medio tra queste due figure dovrà essere espres- 
so da 3,i4i5926 quadrati del raggio . C. 13 . D. 
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3,1422*36 

3,1417504 
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3 , i 4 i 5933 
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3 ,i {15927 
3,14*5926 


PROPOSIZIONE II. 


TEOREMA. 


Un cerchio sta al quadrato del suo diametro 
tome 3,14*5926 a 4,0000000. 


Essendo i cerchi come i quadrati de’ diametri *5 * a. XII. 
starà , permutando , un cerchio al quadrato del 
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i*t j la Misura del Cerchio . 

suo diametro , come un altro cerchio al quadrato 
del diametro suo . Ma nel teorema precedente una 
tal ragione per lo cerchio del raggio 1 si è tro- 
vata esser quella di 3 , 1 4 1 a 4>ooooooo : poi- 
ché cran questi i numeri , che si è veduto espri- 
mere il cerchio , ed il quadrato del diametro . 
Laonde questa stessa dovrà esser la ragione di un 
qualunque altro cerchio al quadralo del suo dia- 

. C. B. D. 

PROPOSIZIONE VI. 

teorema. 

Il diametro di un cerchio , sta alla sua cir- 
conferenza , come 1 a 3,i4*59'a6. 


Imperocché essendo il quadrato del diametro 
duplo del rettangolo del diametro stesso nel rag- 

* i, VI. 8*o * , sarà quadruplo del triangolo rettangolo, 

che ha per lati intorno all’ angolo retto un tal 
diametro , e il raggio 5 poiché questo triangolo è 

* j. i. anche metà di quel rettangolo *. Adunque starà 

questo triangolo al quadrato del diametro , come 
i a 4 • Ma è poi il quadrato del diametro al cer- 
chio come 4,0000000 a 3 , i 4 * 5 (j 25 . Laonde, per 
«qualità, quel triangolo starà al cerchio, ossia ad 
un altro triangolo rettangolo , che ha per lati intor- 
*3. Ardi, no all’ angolo retto la circonferenza ed il raggio * t 
come 1 a 3 ,i 4 * 5 <)t 6 . Elie perciò essendo questi 

* YI > triangoli come le basi * 5 starà anche il diametro 

alla circonferenza , come 1 a 3 , i 4 i 5 t;:> 6 . C.B.D* 

FINE. 
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NOTE 

CRITICHE e GEOMETRICHE 

SULL’ UNDECIMO E DUODECIMO LIBRO 

DEGLI 

ELEMENTI di EUCLIDE 

Le quali rendono ragione de’ cambiamenti , che in 

QUESTA EDIZIONE SI SONO FATTI NEL TeSTO GrECO , 
O PURE CONTENGONO DELLE OSSERVAZIONI IN ALCUNE 

Proposizioni . 

Seguite ila alcune altre riflessioni sul nostro liLro del- 
iA sfera e del cilindro , e sull’ altro della misura 
del cerchio , col confronto di «pesti con quelli ori- 
ginali di ARCHIMEDE . 


NAPOLI 


l 8 I 2 . 
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NOTE ec. 


ALLA. DBF. ÌX. BEL LI B. XI. 

Questa definizione nel Testo Greco è l’ undeci- 
ma del Lib. li., ed è preceduta da quella de’ so- 
lidi simili , e degli uguali e simili . Noi abbiamo 
dovuto investire mi tal ordine per premetterla a 
queste , in cui «e abbisognavamo; nc crediamo di 
esserci , cosi facendo , allontanati dal vero metodo 
di Euclide. In effetto nel Libro 1. degli Elementi 
di questo Geometra si trova la definizione dell’ an- 
golo piano premessa a quella delle figure rettilinee; 
quantunque in definir queste non si dovesse tener 
conio degli angoli . E perchè non avrebbe egli 
dovuto serbare lo stesso ordine nel Libro n.pSe 
dunque questa def. del Lib. 11. si trova pospo- 
sta a quella delle figure solide , abbiamo tutto il 
•fondamento di credere esser ciò avvenuto per cau- 
sa degli antichi espositori , i quali hanno in mil- 
le luoghi corrotto il Testo di Euclide . La no- 
stra definizione è poi diversa un poco dalle due 
seguenti, che si trovano nel Testo Greco, e delle 
quali ci è sembrata essere più precisa . 

.’ t 

DEF. XI'. LIB. XI. E UCL. 

Solidus angulus est plurium quatti duarum linea- 
rum , quae se se contiagunt , et non in eadetn siril 
superficie , ad omnes lineai inclinatio . V el solidus 
angulus est qui pluribus quarti duobus planis an— 
gulis comprehenditur , non « xistentibus in cadetti 
plano , et ad unum punctum constilutis . 
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Inoltre la nostra definizione , contiene anche 
espressa la condizione , che i lati dell’ angolo so- 
lido sieno linee rette ; il che non si trova indica- 
to nelle definizioni attribuite ad Euclide , e che 
tutti i suoi Cementatori hanno ritenute : e si sa, 
che oltre questi angoli solidi la Geometria non 
ne considi ra altri . 

ALLA DEF. X. DEL LIB. XI. 

Nel Testo di Euclide una tal definizione-, eh’ è 
la 9 , si trova fatta nel seguente modo 

def. IX. lie. XI. Eucl. 

Similes figurae solidae sunt , < juae similibus pla- 
ni & multitudine aequalilms conlihentur . 

Or dalla nozione che si è già ricevuta della si- 
militudine nel 6. libro per le figure piane , e che 
in questo luogo deve corrispondere a quella che se 
ne dà per le solide, si rileva, che queste dovrebbero 
divenire identiche ( uguali , e simili ), sol che i piani 
i quali si suppongono simili si facciano anche uguali; 
cioè sol che si supponga, che due lati omologhi di 
due di esse figure simili sieno uguali : il che suppor- 
rebbe , che gli angoli solidi contenuti dallo stesso 
numero di angoli piani rispettivamente uguali , e 
similmente disposti sieno necessariamente uguali ; 
la qual cosa doveva esser dimostrata, e non assunta: 
mollo più , perchè non essendo generalmente vera 
questa proprietà degli angoli solidi , poc’ anzi det- 
ta , come sarà- dimostrato nella nota alla Prop. A 
di questo libro , si poteva giustamente dubitare , 
che forse dalla similitùdine delle figure solide non 
si passasse all’ uguaglianza loro, col supporre ^ che 
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ì piani i quali terminano esse figure , divenissero 
uguali . E da ciò si vede , die la definizione rap- 
portata negli Elementi di Euclide per le figure so- 
lide simili non sia completa , e che per renderla 
tale bisognava necessariamente aggiugnervi , come 
dal Simson , e da noi si è fatto , l 1 altra condi- 
zione , che gli angoli solidi corrispondenti sieno 
uguali . Che anzi una tal condizione si rende an-< 
che necessaria , affinchè 1 ’ idea di similitudine già 
data nel Lib. 6 .consenta con quella, che se ne 
dà in questo luogo . Or in quel Libro , per le fi- 
gure piane si richiedeva , clic oltre alla proporzio- 
nalità de’ lati , fossero anche uguali gli angoli cor~ 
rispondenti di tali figure ; ed in questa si doveva 
perciò esigere , che oltre alla similitudine de’ pia- 
ni , che terminano le figure solide , fossero anche 
uguali gli angoli solidi di esse . . . 

ÀLLA DEF. XI. DEL LIB. XI. 

Dalla precedente nota si rileva chiaramente £ 
che la seguente enunciazione di Euclide : Aequales 
e t similes figura e solidae sunt quae similibus planis , 
muli it udine , et magnitudine aequalibus conlinentur y 
non possa esser mai una definizione , come vicn 
rapportata nel Testo Greco , ov’ è la 10 del Lib. 
11 ; ma che sia un Teorema da dimostrarsi vero, 
o falso . Roberto Simson crede , che Teone , o al- 
tro antico editore , siasi fatto ingannare da una 
falsa evidenza , e di una propostone ne abbia 
fatta una definizione ; e molto a proposito sog- 
giugne : Quamvis igitur verutn esset figuras solidas 
quee similibus planis , jnultitudine , et magnitudine 
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tequalibus continentur , inter se trquales esse , me* 
rito tamen culpandus est is , qui ex hac propositio- 
ne demonstranda definìtionem J'ecit . E questo ra- 
gionamento del Sinison vien comprovato dallo stes- 
so Euclide 3 mentre quest’ accurato Geometra ne’ 
suoi Elementi Piani dimostrò , e non assunse , che 
due triangoli i quali hanno i lati ri spetti vamenta 
uguali sieho uguali : c se troviamo per prima de- 
finizione del Lib. 3 , che cerchi uguali sono quel - 
li , che hanno uguali raggi 3 ciò niente può pro- 
vare in favor di coloro che hanno ritenuta nel 
Libro il. la def. 10. ( Vegg. Lei Nota alla def. 1. 
Lib. 3. ) . Ma ha poi ragione il Simson di escla- 
mare i* Quid aulem difenduta si hac própositio non 
vera sit ? nonne confitendum - est Geometras per 
mille tercùntos annos in hac rè elementari dcceptos 
fuisse ? La maniera nella quale egli si sforza di 
provarlo , sebbene concludente , è pure una sot- 
tigliezza aliena dalla purità geometrica , e da quel- 
la semplicità , che deve porsi negli Elementi di 
questa scienza . Del resto una tal quistione .non 
contribuisce per niente al nostro scopo di render 
gli Elementi di Euclide senza neo j e perciò noi 
la tralasciamo . . . 

ALLE DEFF. XVIII. , E XXI. DEL LIB. XI. 

Chiunque sa , che le cose , che si contengo- 
no in un libro elementare di Geometria non 
debbono osservimi più generali dell’ applicazione, 
che' deve farsene , e che quindi le definizioni deb- 
bono essere ad esse proporzionate ; non dimande- 
rà certamente , perchè mai Euclide abbia definito 
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particolarmente il cono , ed il cilindro , cioè il so- 
lo cono , e cilindro , che , data la definizione gene- 
rale di questi solici, si direbbero retti. Ed ognu- 
no, che per poco é versato nelle cose geometriche 
sa bene , che le poche verità , che si contengono 
nel Libro 12. circa il rapporto di questi solidi , so- 
no le sole , delle quali occorre servirsi nell' inte- 
ro Corso delle Matematiche : che perciò , sebbe- 
ne esse si appartenessero ugualmente al cono , ed 
al cilindro in generale, e che il rilevarle sì gene- 
ralmente , che particolarmente sia lo stesso, come 
potrà vedersi presso Clavio e Commandini ; pur- 
tuttavia Euclide, per ragion di metodo, e per 
Una certa semplicità elementare , si contentò dimo- 
strarle per lo cono, e per lo cilindro retto solamen- 
te : e quindi non dovè dare , che le definizioni di 
questi solidi , e non già quelle del cqno , e del ci- 
lindro in generale . Di più 1 ’ aver ritenute per 
questi solidi le definizioni Euclidee , com’ era con- 
veniente, per ciò che poc’anzi si è detto, ci ha an- 
che proccurato l’altro vantaggio di non essere stati 
obbligati nel Libro sulla Sfera e sul Cilindro ad ag- 
giugnere, ogni volta, ebe si è parlato del cono, eccet- 
to che nella Prop. i^. , la condizione eh’ esso sia 
Tetto , .cioè isoscele , come lo chiama Archimede; 
mentre le verità ch’egli dimostra per questo soli- 
do, ad una tal sola sua specie, e non già al cono 
in generale, si appartengono. 

• * V, 

ALLA PROP. II. DEL LIB. XI. 

. • ’ - . '■ 

Nel Testo di Euclide la prima parte di questa 
Proposizione si trova enunciata nel seguente 
modo : Ogni triangolo è in un piano . Or non 
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essendo concepibile , clic Euclide abbia Voluto in 
questo luogo dimostrare ciò , che aveva assunto 
ne’ primi sei Libri ; bisogna supporre , che tal 
Prop. sia stata da taluno mutata , e viziata : che 
perciò noi ad imitazione del Simson abbiamo cam- 
biata quell’ enunciazione in quest’ altra: Tre pun- 
ti , che non stieno per dritto , sono in un piano , e 
per la dimostrazione di una tal verità ci siamo 
serviti di quell’ istesso semplicissimo ripiego , del 
quale si era avvallilo il Simson . 

ALLA Paor. III. DEL LIB. XI. 

Questa Prop. si trova dimostrata ne’ nostri Ele- 
menti in una maniera diretta , ed anche piu sem- 
plice di quella di Euclide . 

ALLA PrOP. VII, DEL LIB. XI. 

Questa Prop. è stata senza dubbio intrusa nel 
Testo Greco da qualche antico espositóre , per 
un mal’ inteso rigore . Imperciocché la verità , che 
in essa si dimostra , cioè che : La linea retta che 
unisce due punti presi in due linee rette parallele , 
cade nel piano di queste, o eh’ è lo stesso, "che: La 
linea retta clic unisce due punti presi in un piano, 
cade nel piano stesso, è compresa nella natura del- 
la linea retta, e de! piano , ed è stata varie vol- 
te assunta dallo stesso Euclide; del che potrà 
vedersene un esempio nella Prop. 3o, Lib. I. E 
ciò mostra chiaramente , eli’ Euclide non credè 
mai necessario il dimostrarla . . 

Inoltre la dimostrazione di lina tal Prop. 7 . è 
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fondala sulla 3 . del libro stesso , nella quale ben 
due volte si assume da Euclide ciò , che nella 7. 
si vuol dimostrare : e lo stesso si trova anche as- 
sunto nella dimostrazione della Prop. 6. 

alla. Prop. XX. del lib. XI. 

Nel principio di questa dimostrazione si trova fig* 18. 
nel Testo Greco : » ma se non lo è, sia BAC il 
maggiore » . Or siccome 1 ’ angolo BAC può essere 
Uguale ad uno de’ rimanenti , si è perciò da noi , 
e dal Simson detto >» ma se non lo è , sia 1 ' an- 
golo BAC non minore di uno qualsivoglia de' ri- 
manenti ; maggiore però di DAB . ' , . 

ALLA PrOI*. XXI. DEL LIB. XL 

È qui a proposito il far rilevare , che non 
possono costituirsi altri angoli solidi con angoli 
piani di figure rettilinee regolari , che cinque so- 
lamente . in latti dagli angoli piani del triangolo 
equilatero si possono costituire tre angoli soli- 
di diversi , combinandone insieme tre , quattro , 
o cinque : perchè fino a questa somma si ha sem- 
pre una quantità minore di quattro retti ; mentre 
da sei in poi tal quantità si fa uguale a quattro ret- 
ti , o maggiore . E chiaro ancora , che dagli an- 
goli del quadrato non possa costituirsi , che sem- * 
plieemente quell’ angolo solido , eh’ è contenuto da 
. tre di essi : e si potrà pure costituire un angolo 
solido con tre angoli del pentagono regolare in- 
sieme presi 5 poiché questi fanno meno «li «piatirò 
Al contrario non se ne potrà costituire uno 
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da tr° angoli daH' esagono regolare , che fanno già 
qiiatf.ro 'rei ti ; e molto meno se ne potrà ottenere 
uno con tre angoli dell’ eltagono regolare, o di 
altra figura regolare di maggior numero di lati. 

Or il primo de’ cinque summentovati angoli .è 
quello del tetraeJo ; il secondo dell* ottaedro 5 il 
terzo dell’ icosaedro , che , come si detto nelle de- 
finizioni 26 , 27 , c 29 del Lib. 11 . , sono figure 
solide terminate da triangoli equilateri . Dì piu 
1’ angolo solido compreso da tre angoli retti si 
appartiene al cubo , ed al dodecaedro quello , eh’ 
è contenuto da tre angoli del pentagono regolare. 
Ma eccoue di queste cinque figure solide un’ ele- 
gante costituzione , ricavata dal Lib. i 3 . degli JE- 

lemenli dello stesso Euclide . 

. \ 

LEMMA I. ( Prof. / t . li*. XIII. Evcl. ) 

Se una. linea retta sia divisa, in estrema e me- 
dia ragione ; i quadrati della tutta , e della parte 
minore sono tripli di quello della parte maggiore , 

i 

- » 

jq Sia la retta AB divisa in C, come si è detto ; 
sarà il quadrato di AB insieme con quello di BG 
uguale al doppio rettangolo di AB in BC insieme 
II* col quadrato di AC * : ma il rettangolo di AB in 
BC è ugnale al quadrato di AC ; e quindi il dop- 
pio di quello al doppio di questo . Dunque il 
C quadrato' di AB insieme con quello di BC è fri- 
pio del quadrato dii AC. C. B. D, 

LEMMA II. ( Prof. 5 . lib. XIII. Eùcl. ) 

Se una linea retta si divida in estrema , e media 
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ragione , e poi gli si aggiunga p^pì ritto il maggior 
segmento : V intera linea retta sarà anche divisa, 
in estrema , e media ragione ed il segmento maggiore 
sarà quella linea , che si era posta da principio . 

Sìa la linea retta BA divisa in C in estrema , fg.rt. JV, 
« media ragione , e per ^ dritto ad essa si ponga 
la AD uguale alla AC. / . 

E poiché BÀ sta ad AC , come AC a CB ; sari, 
invertendo , AC a BA , come CB ad AC , e com- . r 
ponendo BD a BA , come BA ad- AC , ossia ad AD; 
e perciò "la BD è divisa in estrema , e media ragio- 
ne in A , ed AB è il maggior segmento . G. B. D. 

1 ì 

LEMMA III. ( Prof. 12. ut. XIII. Enei.. ) 

• *1 * . . ; 

Se in «re cerchio vi s' iscriva un triangolo equi~ 
latero ; il quadrato di un lato di questo triangolo • 

sarà triplo di quello del raggio del cerchio . 

Sia ABC il triangolo equilatero iscritto nel cerchio fg.Z. N. 
ABC , il cui raggio AD si prolunghi in E , e si 
unisca la BE. E poiché ABC è un Iato del trian- 
golo equilatero iscritto nel cerchio ABC; sarà 1 ' ar- 
co BEC la terza parte della circonferenza : quindi 
l’arco BE , eli’ è metà di BEC ne dinoterà la sesta 
parie ; e perciò la cougiungente BE , essendo* il 
lato dell’esagono regolare iscritto in questo cer- 
chio, pareggerà il raggio AD*. Or il quadrato di* c t^-IV. 
AE , eh’ è quadruplo di quello di AD , essendo 
Uguale ai quadrati di AB , e BE , saranno que- 
sti anche il quadruplo del quadrato di AD . Per 
lo che se da’ quadrati AB, BE se nc tolga quello 
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di BE , e dal ^ladruplo del quadrato di AD se 
uè tolga uno di essi 5 dovrà 1 -estare il quadrato di 
AB uguale a tre quadrati di AD : e perciò quel 
quadrato sarà triplo dell’ altro di AD . C. B. D. 

LEMMA IV. ( Paop. 7 . un. XIII. Eucl. )" 

Se ire angoli di un pentagono equilatero sie- 
no uguali , o che si succedano , o no : il pentagono 
sarà equiangolo . 

4 . IV. Sicno primieramente uguali gli angoli successivi 
in A, B, C del pentagono ABCDE : si condu- 
cano le AC , BE , FD . E poiché le due CB , BA 
sono uguali alle due EA , AB , e che I’ angolo 
CBA è uguale all* angolo BAE; sarò CA uguale a 
BE , 1’ angolo BCA uguale all’ angolo AEB , e 
1’ angolo BAC , o sia BAF uguale all’ altro ABE, o 
sia ABF . Laonde, essendo uguali gli angoli BAF, 
ABF , sarà AF uguale ad FB , e per conseguen- 
za anche FC sarà uguale ad FE . Adunque essen- 
do CF uguale ad FE , CD uguale a DE , e DF 
comune ; sarà 1’ angolo FCD uguale all’ altro FED. 
Ma era anche FGB uguale ad FEA : quindi sa- 
rà tutto 1’ angolo BCD uguale all’ altro AED , e 
perciò questo angolo pareggerà ancora ciascun di 
quelli in A , ed in B . Similmente si dimostra , 
che ad essi sia uguale 1' angolo ’CDE : dunque 
• il proposto pentagono sarà equiahgolo . 

Non sieno ora contigui gli angoli uguali; masi 
Bene sieno essi quelli in A, C, D: si unisca 
BD . E poiché le due BA , AE sono uguali al- 
le due BC , CD , e comprendono angoli uguali , 
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sarà la base. BE ugnale alla Base BD , l' angolo 
AEB all’ angolo CDB , e 1’ angolo ABC all’ altro 
OD : ma è pure 1’ angoìb BÉD ugnale all’ angolo 
BUE ; poiché si è dimostrata BE uguale a BD . 

Adunque tUtJto 1’ angolo AED sarà uguale a tutto 
l’altro CDE , e perciò anche a quelli in A , C ; 
ai quali si dimostrerà similmente essergli uguale 
l’angolo ABC. Quindi il proposto pentagono è equi- 
angolo . C. B, D. 

LEMMA V. ( Prop, toi lib, XIII. Eucl. ) 

Jl quadrato del lato del pentagono regolare i- 
scritlo in un cerchio è uguale ai quadrati de' lati 
dell' esagono , e del decagono regolare iscritti nel 
cerchio stesso , 

Rappresenti AB il lato del pentagono regolare fig. 5. N. 
iscritto nel cerchio ACD , ed alla AB si abbassi 
dal centro F la perpendicolare Eli , che si pro- 
duca in K , e si uniscano le KB , KA , BF , FA . 
sarà KA , o KB il lato del decagono iscritto in 
un tal cerchio : finalmente si abbassi su di AK 
la perpendicolare FLM , si unisca KN, e si pro- 
lunghi AF in G . 

E poicliè AB è il Iato del pentagono , sotten- 
derà esso la quinta parte della circonferenza , os- 
sia \ parti della semicirconferenza ; e perciò se 
si applichi nel semicerchio ABCG la BC uguale 
alla AB , il rimanente arco CG dovrà essere la 
quinta parte della semicirconferenza, cioè uguale ad 
AK. Ma l’arco AK è doppio dell’altro KRI: dunque 
anche 1’ arco CG sarà doppio dell’ altro KI\I . E 
perciò tutto l'arco BG sarà anche doppio dell’altro 
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BIVI j e quindi anche 1 ’ angolo BFG dovrà e*- 
ser doppiò» dell' altro BFM . Ma, un tal angolo 

* 30. III. GFB è pur doppio dell’ angolo FAR*: perciò 

sarà l’angolo BFÌ'f uguale all’ altro BAF ; eri i 
triangoli BFÀ , RFN , che hanno i già deUi^angoli 
uguali ; e 1 ’ angolo ABF di comune , saranno equi- 
angoli , e perciò simili . Laonde sarà AB a BF, co- 
me BF a BN ; ed il rettangolo ABN pa reggerà il 

* 16.VI. quadrato di BF *. Or poiché AL è uguale ad LK, 

e la NL è comune , e perpendicolare alla KA ; sa- 
rà KN uguale ad NA , e 1 ’ angolo LKN anche 
Uguale all’ altro LAN . Ma 1 ’ angolo LAN è u- 
« 5 gualè all’ angolo KBN * ; perciò anche 1 ’ angolo 
LKN sarà uguale a KBN : è poi 1 ’ angolo NAK 
comune ai due triangoli A KB , AKN ; dunque il 
triangolo AKB è equiangolo all’ altro KNA , e 
perciò BA sta ad AK , come KA ad AN ; ed il 
rettangolo BAN sarà uguale al quadrato di AK . 
Laonde essendosi già dimostrato il rettangolo ABN 
' uguale al quadrato di BF j i due rettangoli ABN, 
BAN insieme presi , cioè il quadrato di AB,' pa- 
rcggerà i quadrati di BF , e di AK . C, B. D, 

PROP. I. PRGBL. (Prof, td.'nc. XIII. Eucl. ) 

\ V * • r ■ , ■ 

Costituire un tetraerlo . 

jjg f; Si esponga ima qualunque retta AB , dalla quale 

* 9. VI. se ue tagli terza parte BC *; poi si descriva su di 

essa (1 semicerchio ADB , nel quale si tiri la .CD 
perpendicolare al diametro . Ciò posta si. esponga 
il cerchio EFG , che abbia per raggio una retta 
uguale a CD, e descritto in esso il triangolo cqm- 
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l atero EFG si elevi dal centro H la HK perpendi- 
colare- al piano , del ■ cerchio , ed uguale' glia AC ; e 
Analmente congiungansi lé KE , Kt , KG : dico 
che la piramide EFGK sia un tetraedo . 

E poiché la KH è perpendicolare al piano EEG, 

« quindi alle rette HE, HF, HG *; perciò ilrian- * 
goli rettangoli KHE , KlìF, KHG’ avendo ugnali 
isloro cateti, avranno anche uguali |e ipotenuse KE, 
KF, KG, e di più ciascuna di qtieste, com è chiaro, 
pareggerà la AD . Or per gli triangoli simili ADC> 
DBC deve stare AD a DC, come DB a BC; e quindi 
saranno anche proporzionali i quadrati che da ta- 
li rette descrivermi * : ma il quadrato di DB sta a 
quello di J1C , come AB a BC ; perciò in questa 
ragione sarà pure il quadrato di AD a quello di 
DC . Laonde essendo AB tripla di BC , sarà an- 
che il quadrato di AD triplo di quello di DC : 
ma è poi il quadrato di EF triplo di quello di EH*, 
ed è EH uguale a DC . Dunque sarà jl quadrato 
di AD -uguale a quello di EF ; e perciò AD pa- 
reggerà EF. Per la qualcosa le KE , KF , KG, 
EF , FG , GE essendo tutte uguali , i triangoli 
EFG , EKF , FKG , GKE saranno tutti equi- 
lateri , ed uguali : e quindi il solido FGEK sarà 
Un tetraedo * , C. B. F. “ ? * 

. - &>. > • $4 ■ ' 


.véS>spong«^iÌ/^à^iyt4>' '• : )EFÌ&rt',''' nel quale si 
tirino le diagonali EG , FH , che si divideranno 
in parti uguali in K, e ad angoli retti * : indi dal 
punto K si tiri al piano EFGH la perpe ridicola?© 




J.3.XI. 


* aa.VI. 

* 1 . 3 . 


J,a6.XI. 
fie- 7 - N * 
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198 . Note 

* 12. XI. MKL *, che si prolunghi dall'utM , e dall’ altra par- 
te del piano in L , M , e tagliate da essa de KL , 
KM uguali ad una delle KE , KF , KG , K1I , si 
uniscanole LE, LF , LG, LH , MF , ME , 
MG, MH : dico che il solido contenuto dagli otto 
triangoli ELF , FLG , GLH ; IILE , EMF , 
FMG , GMU , HME sia un ottaedro . - 

Imperocché essendo EK uguale a KH , e 1’ an- 
golo in-K retto; sarà il quadrato di EH doppio 
di quello di EK : e di nuovo essendo EK uguale 
a KL , e 1’ angolo in K retto ; sarà il quadrato 
di EL doppio di quello di EK. Laonde sarà il 
quadrato di EL uguale a quello di EH,, ed EL 
uguale ad EH . Similmente si dimostra che LII sia 
uguale ad HE ; quindi il triangolo ELH è equila- 
tero . E nel modo stesso dimostrandosi , che sie- 
no equilateri gli altri- triangoli , che Iranno per ba- 
si i lati del quadrato EFGH , e per vertici i pun- 
ti L , M ; ne segue , che si è in tal modo costi- 
M.uj.XI.tuho un ottaedro * . C. B. F. 

PROP. IIL PROBL. ( Prox>.i 5 . lu». XIII. Euci.. ) 

* ' f . ‘ 1 

* • Costituire un cubo . - 

fig. 8. N. Si esponga il quadralo FGML , e poi dai ver- 
tici F , G, M, L de’ suoi angoli si elevino al 
piano di esso le perpendicolari FE , GH , MN , 
LK,' ciascuna delle quali si tagli uguale ad un 
lato del quadrato proposto . Finalmente si uni- 
scano le EK , KN , NH , HE ; si verrà in tal mo- 
do a costituire il solido GK terminato da sei qua- 
drali GL , LE , EX , NG , GE , ilK ," che por- 
*d.25.XI.ciò è un cubo * . C. B. F. . 
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PjROP. IV. PROBL. ( prop. 16 lib. XIII. Euct. ) 

Costituire un icosaedro. 

* •_ ’ 

Si esponga la linea retta AB dalla quale se nc fg 9 N. 
tagli la quinta parte * : e descritto su di essa AB * t . VI. 
■il semicerchio ADB , si tiri in questo la CD per- 
pendicolare alla AB , e si unisca DB . Ciò po- 
sto si esponga il cerchio EFGHK, il cui raggio 
VE sia uguale a DB, e descritto in esso il pen- 
tagono regolare EFGIIK. , si Lisegfii.no gli ar- 
chi l’G , GII , HK, KE , EF , j n M, N, 

X , O , ’L si uniscano le'EL , LF , FM MG 
G N, Nlf, HX, XK , KO , OE , e le altre’ LM,’ 

MN, NX , XO , OL ; .-sarà LMNXO un altro 
pentagono regolare iscritto nel cerchio stesso . ed 
ELFMGNHXKO sarà il decagono. Dopo- ciò dai 
punti E , F ' G , -H , K si elevino al piano dèi 
cerchio le perpcrldicolari EP , FR , G$ , RT KY 
ciascuna delle quali sia uguale al raggio EV e si 
uniscano le PR , RS , ST , TY , YP PL T P 
RW, MS, SN, NT , TX, XY , YO , OP. 

E poiché le EP, KY sono ambedue 'perpendi- 
colari al piano stesso , saranno parallele tra lorcr, ma 
sono di più uguali ; perciò anche la PY è uguale e 
parallela alla EK, cioè al lato del pentagono re- 
so 1 ^ iscritto nel cerchio EFGHK. E dimostran- 
do nel modo stesso, che ciascuna delle PR RS 
KT , TY sia quant’ il lato del pentagono- iscrittò 

“ f s '™ f erchi0 ’ ne s egue che il rettilineo 
i Rbl ì s,a identico a questo pentagono . È noi 

FÉ quanto il lato dell’ esagono iscritULile nel 
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Note 

cerchio stesso, EO è quello del decagono, e 1' angolo 
PEOéretto; quindi PO sarà anche quanto il lato 
* 1. 5. dej pentagono*. Similuiente si dimostra, che lo sia 
OY ; perciò POY è un triangolo equilatero : e 
nel modo stesso si rileverà , che sieno triangoli 
equilateri, gli altri PLR , MRS , SNT, TXY . E 
poiché si è dimostralp, che sì PL , che PO sia quan- 
to il Iato del pentagono , cioè uguale ad LO ; perciò 
il triangolo LPO sarà equilatero : e triangoli equi- 
lateri pur saranuo LRM , MSN , NTX , NYO . 

Or dal punto V , eh’ è centro del cerchio EFGHK 
si elevi ài piano di un tal cerchio la perpendico- 
lare che si produca clpll’ una , e dall’ altra 

parie in x}' , fi , e si tagli la VQ uguale al raggio 
del cerchio , e poi le Vx^ , QSl , ciascuna ugnale 
al lato del decagono : finalmente si uniscano le PO 
PQ , Yfl , EV , LV , Lxfr , x^M ,. E poiché cia- 
scuna delle VQ , PE è perpendicolare al piano 
del cerchio EFGHK, saranno esse parallele : ma so- 
no anche uguali ; quindi EV sarà uguale , e paral- 
lela a PQ; e perciò PQ al pari di EV è quant’ 
il lato dell’ esagono . Ma è poi QSl quanto quel- 
lo del decagono ; dunque Pii il cui quadrato pa- 
reggia quelli di PQ , e di QSl sarà quant’ il lato 
* 1. 5. del pentagono * . Similmente si dimostra , che 
Y Ù sia quanto il lato, del pentagono , cioè quan- 
o PY j adunque ih triangolo PflY Sarà equila- 
tero . E collo stesso "‘ragionamento si proverà , 
che sia equilatero ciascuno de’ rimanenti triangoli , 
che haiuio per basi le PR, RS , ST , TY , e per 
vertice il punto fi . Di nuovo , poiché il quadra- 
to di x{/L è ugnale ai quadrati di.VL, lato dell* 
esagono, e diV’R , eh’ è lato del decagono ,*<**• 
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Note 

Ta Ltp quant’ il lato del pentagono *: e dimostrali- * 1. 5. 
do che anche sia quanto un tal lato , cioè ti- 
gnale ad LM , sarà L$M mi triangolo equilatero. 

E nella stessa guisa si dimostrerà, elle sieno tri- 
angoli equilateri quelli altri , che hanno per basi 
le MN,NX, XO, QL, e per vertice il punto V. 

Si è dunque costituito un solido compreso da vèn- 
ti triangoli equilateri , che perciò è iin icosaedro*. *d.:» 9 .XT. 
C. B. F. 1 r 

i ' 

PROP. Y. PROBE. ( TROPr li c. XIII. Euct. ) 

Costituire un dodecaedro . * 

.• - » . «. ■ . . *» i * 

Si espongano due piani di un cubo perpendico- Jìg, io. N, 
lari tra loro , e sieno questi ABGD , EBCF ; e 
poi si dividano per metà tuli’ i loro lati in G , H, 

K , M , N , X , e si uniscano le GPK. i HPL, 

MGH , JVOX . Indi si dividano le NO , OX , HP 
•in estrema , e media ragione ne’ punti R , S , T, 
e sieno QR , OS , PT. i segmenti maggiori ; e da 
questi punti R , S , T .si elevino ai piani BF,BD 
e dalla parte estèrna del cubo le perpendicolari 
RY , SY , TQ uguali a ciascuna delle OR , OS , 

TP : finalmente si uniscano le BY, YV V C, CQ, 

QB. D ico thè il pentagono BYVCQ sia equilate- 
ro , equiangolo , cd in un sólo piano ; e die quindi 
sia uno dii quei dodici , che terminano il dode- 
caedro da costituirsi , 

Si uniscano le R.B , SB , VB . E poiché la linea 
retta NO è divisa in estrema e media ragione in 
R, saranno i quadrali di ON e di Nll tripli di 
quello di OR * 5 cioè- i quadrali di' BN c di NR, * I. ■>. 
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o sia il quadrato di BR sarà triplo del quadrato di 
RO, cioè dell’altro di RY . Laonde sarà il qua- 
drato di BY , eh’ è uguale a quelli di BR , RY qua- 
druplo del quadrato di RY ; e quindi BY dupla di 
RY . Ma ~VY è pur dupla di YR ; poiché RS- è 
dupla di RO o sia di RY ; perciò BY è uguale 
ad-YY . Similmente si dimostrerà che ciascuna 
delle RQ , QC , CV sia uguale a BY , o ad YV : 
quindi il pentagono BYVGQ è equilatero. 

Dico ora , che esso sia in un .piano . Si tiri dal 
punto O la OZ parallela ad RY , T> ad SV , dalla 
parte esterna del cubo , e si uniscano le ZH, HQ$ 
queste ZH , HQ dovranno stare per dritto . Impe- 
rocché essendo la HP divisa in T in estrema , e 
«tedia ragione , sarà HP a PT , come PT adHTj 
ma HP è uguale ad HO , e PT è uguale a TQ,ossia 
ad OZ • dunque sarà HO ad OZ, come QT aTH» 
ed è HO parallela a TQ, perchè sono entrambe 
perpendicolari al piano IÌD ; come pure TH è paral- 
lela ad OZ , perchè ciascuna è perpendicolare al 
piano BF . Adunque dovrà esser ZH in diretto cari 
.VI. HQ * : e perciò il piano BQC in cui esiste la par- 
te HQ della linea retta QHZ dovrà essere in di- 
retto col piano BYV G in cui si troya 1‘ altra par- 
e HZ della stessa retta QHZ : vale a dire , che 
il penlagorfo BQCVY si troverà in un piano.. 

Bisogna adesso dimostrare , che sia equiàngolo . 
E poiché la linea retta NO è divisa in R in estre- 
ma , e media ragione , e gli si è aggiunta p^r drit- 
to la OS , eh’ è uguale al suo maggior segmento 
OR ; perciò anchè la N'S sarà divisa in O. in e- 
strema , e media ragione , ed ON sarà il segmento 
2. maggiore * . Laonde i quadrati di NS e di SO 
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o sfa di NS e di SV sono il triplo di quella di 
ON , o pura di 1VB * . Adunque aggiuntovi di co- * 1. U 
mone il quadrato di NB , saranno i quadrati di 
SV , SN , NB ugnali a Quattro quadrati di NB . 

Ma i quadrati di SN , NB sono uguali a quello di 
BS 5 perciò i quadrati di BS e di SV , cioè il qua- 
drato di BV è quadruplo di quello di BN ;equiu- 
di BV doppia di BN v O sia uguale a BC . E poi- 
ché le due BY , YV sono uguali alle due BQ,QC, 
ciascuna a ciascuna , e la Base VB è uguale alla 
Base BC ; sarà 1’ angolo BYV uguale all’ angolo 
BQC . Similmente dimostreremo, cBe l’ angolo YVC 
sia uguale all’angolo BQC: quindi i tre angoli BQC ? 

BYV, YVC sono tra loro uguali; e perciò il pentago- 
nò BQCVY è equiangolo *; ed era anche equilatero. * j ^ 
Dunque è uu pentagono equilatero ed equiangolo. 

Che se 'si espongono gli altri due piani del cu- 
bo perpendicolari ad AC , e contigui a CE , cioè 
DajSC , ed A'X^B ; e che poi si Inseghino anche i loro 
lati, e si faccia la stessa costruzione , che si è fatta 
precedentemente , prendendo da- una parte il piaqo 
D«/3C in cambio, del piano AC , e questo inveci} 
di BF ; e dall’ altra prendendo il piano AXtJB in- 
vece di BD , e questo in luogo di CE ; si dimo- 
strerà similmente, che i pentagoni QCsDQ , QByAfr 
sieno equilateri , equiangoli , ed uguali al primo 
BQCVY , ,pfcr aver con esso comuni i lati QB, QG, 

Q9 . Si sono dunque costituiti tre pentagoni tan- 
genti i tre lati BC , DC , AB del cubo ; e coe- 
renti 1’ uno all’. altro ^ier mezzo dei lati BQ , QC, 

Q9 , che gli sono' comuni . Se dunque col metodo 
stesso si costituiscano altri nove pentagoni tan- 
genti rispettivamente gli altri nove lati del cubo. 
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*d. 28. XI. si sarà costituito il dodecaedro * . C.B.F. 

Scotio Generale . 

Posta questa generai costituzione delle cinque 
figure solide regolari , sarà facile adesso il descri- 
vere uno di essi ,‘clie abbia un lato dato, o iscri- 
verlo in una data sfera . E questa seconda con- 
dizione è stata sempre da Euclide aggiunta , come 
seconda parte a ciascuno de’ summéntovati Proble- 
mi ; poiché essa in' effetto si deriva quasi come 
immediata conseguenza dalla prima ricerca. Euclide 
da questa ha di più ricavato il rapporto , che serba 
- il diametro della sfera al lato del poliedro regola- 
re in essa iscritto ; e quindi ha rapportati tra lo- 
lcvi lati di questi cinque poliedri iscritti in una .stessa 
sfera ( Veg. la Prop. 1$. Lib.' i 3 . ). Ma noi siamo 
gip andati molto innanzi iivtale argomento , avendo 
in questa nota compreso quasi lutto il Lib. i 3 . degli 
Elementi, che se conveniva, da una parte trala- 
sciare, per Ja poca importanza dell’argomento, 
come àn. quasi tutte le istituzioni si trova praticato, 
non dovevasi, altronde omettere di. rapportarne in 
qualche modo i principali Probi. - da noi èspostij sì 
perchè cran quésti hecessarj a Stabilire la possibilità 
delle definizioni 20 , 26, 27 y- 2$, e 29. del lib. 
XI ; sì anche perchè le costruzioni . di essi non 

dovevano , per la loro eleganza, restar obbliate . 

• . 

ALLE PROPP. XXII. , e XXIII. DEL MB. XI. 

Nella- Prop. 22. Euclide dimostra, che: Se vi 
su' no tre angoli piani due de' quali sono maggiori 
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del terzo , comunque si prendano , ed essi abbiano 
lati uguali ; si potrà costituire 'un triangolo dalle 
congiungenti gli estremi de' lati Uguali od una tal 
Proposizione gli serve di Lenurfa alla costruzione 
della 23 . Qr avendo noi mutata la soluzione di 
questo Problema , abbiamo dovuto anche cam- 
biare quel Lemma Kuclideo in. un’ altro , eli e 
quello., che trovasi ne’ nostri Elementi. 

Intanto siccome la soluzione Euclidea della Prop. 
23 , che ha il- difetto di essere un pp troppo lunga , 
non manca nè di rigore , nè di geometrica eleganza 
si potrà , da chi amasse conoscerla, riscontrare nell’ 
Euclide del Simson , ove si trova esposta con mag- 
gior brevità , è più semplicemente , che nel Testo 
Greco ... 

* • 

ALLE PROPP. A y E B DEL LIB. XI. 

% 

% • * i * 

Nella Prop. 26 di questo Libro Euclide assume la 
prima volta , che. due solidi terminati da piani si- 
mili , ed uguali sieno uguali , e simili . Adunque 
era necessario che tal proposizione si dimostras- 
se prima della 26 . E siccome i solidi di cui trat- 
tasi nella/ 26. sono parallelepipedi ; e che in gene- 
rale negli Elementi non si tratta d' identicità , che 
tra figure solide i cui angoli solidi sono' compresi 
da tre soli angoli piani ; perciò era sufficiente , che 
la dimostrazione poc’ auzi detta si limitasse' a que- 
sto caso , niente' Importando se essa si verifichi, o 
no per. gli altri. Or per questa dimosti'azi.òné si 
esigeva fiora’ è chiaro , e come si è detto anche 
nella Nota alla def. io, che si fosse prima dimo- 
stralo , clic due angoli solidi contenuti da tre au- 



ap6 # Note 

goli piani rispettivamente uguali , e similmente po- 
sti sono uguali : die perciò noi ' abbiamo dovuto 
premettero alla 2 tì , come due lemmi , le Propp. A, 
e 15, dalle quali 1’ uguaglianza. degli angoli 'Solidi 
contenuti da tre angoli piani , e 1 ’ uguaglianza , e 
similitudine delle figure solide , die hanno le con- 
dizioni espresse nel principio di questa nota ^Test^i 
geometricamente stabilita. Valeva dire, che *per 
mezzo di questi lemmi- restan rigorosamente dimo- 
strate le Propp. a5 , j , e 28 del Lib. XI. ; e 
quindi le altre , che su di esse sono fondale ; cioè 
lp Propp. 27 , 3i , 3 2 , 33 , 34 » 3&, Ì 7 , e 4° 
del Libro stesso - r 1' 8 del Lib. 12 , ed il Cor. del- 
la 17 di questo Libro , comò si ha ora in Eticlirlc. 

11 Simsou per dimostrare la Prop. A vi ha pre- 
messa l'altro Icm^ia , cioè che : Se vi fieno due an- 
gpli splidi , ognun, de' quali sia contenuto da tre angoli 
piani figliali tra loro , ciascuno a ciascuno -, i piani 
ne' quali esistono gli angoli uguali saranno simil- 
mente inclinati : la qual verità, come ben si vede 
trovasi al contrario compresa Bell' uguaglianza degli 
angoli sedidi proposti, quando questa si dimostras- 
se indipendentemente da quella» Or ritrovandosi 
in Euclide stesso, e nel medesimo Lib. n.ittiadiv 
mostrazione^ .che pare ordita piuttosto a quest'og- 
getto , che all’altro cui. è destinata, quella cioè 
della Prop. 35, noi, 1’ abbiamo, preferiti» alla dimo- 
strazione del Simsou ^ mollo più perchè da tal di- 
mostrazione se ne ricava per immediata conseguenza 
una verità dell»» quale si ha bisogno nella 4 °- del 
Lib. 1 1 , c che Euclide , e Simson erano obbligati a 
dimostrare precisamente con quel ragionamento , 
clic a noi è servito ppv dimostrare l’uguaglianza dggli 
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angoli sòlidi di cui. trattasi nella Prop. A .( leg- 
gasi la Nota alla, Prop. 35 di questo Lib. ) 

Che f>oi non si. verifichi generalmente, che giù 
angoli -solidi contenuti da angoli piani in numero 
maggiore dì tré J quali sieno, rispettivamente u- 
gnali , e ùmilmente, .posti , debbano coincidere ; la 
qual cosa . si . è già' accennata nella Nola aliadef.10 
di questo Lib., si può. dimostrare nel scguenté modo. 

» * •- V - ^ /'V- 

PROP. TEOR. 


Con quattro angoli piani , disponendoli collo 
stesso ordine , si può costituire una moltitudine di 
angoli solidi disuguali . 


Sieno M , N , P , Q i quattro angoli piani pro- 


posti 


golo solido in A , 


da essi si supponga già 
in modo , che 


costituito 1 ? an- 
, BAC sia ugua- 
le ad M , CAD ad N , DAE a P , EAB 'a Q . 
Si supponga in primo luogo , clic i due angoli M 
cd N sieno maggiori dei rimanenti P e Q ; che 
perciò questi due ultimi non potranno , insieme 
presi , pareggiar due rètti * . Or poiché i due an- 
goli M ed N, cioè BAC e CAD sono maggiori dell’ 
angolo BAD * , e che ÌNI , cioè BAC , insieme con 
BAD è maggiore di CAD , o sia di N ; ed al con- 
trario N , cioè CAD insieme con BAD è maggiore 
di CAB o sia di M : perciò dev’essere M insieme 
con P e Q, maggiore di N- ; ed N , insieme cogli 
stessi angoli P e Q maggiore di INI . Laonde dai 
tre angoli piani M, N, e P insieme con Q , i quali 
hanno,le condizioni delle Prop]». 20 , c 21 Lil>. \ 1 . 
si potrà costituire un angolo solido. Sia questo J an- 


t 


21 


XI. 


20. xi. 
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golo solido in a compreso dai tre angoli piani bac 
ugnale ad M, cad uguale ad N, e bad uguale a P e Q. 
Ciò pósto sieno similmente gli àngoli IVI, Q maggiori 
dei rimanenti due N, P; che perciò nè meno questi 
potranno essere uguali a due. retti . Si dimostrerà, 
come poc' anzi* che dai tre angoli piani M , Q , ed 
N insieme con P si possa costituire un ango- 
lo solido . Si costituisca dunque quest' altro angolo 
* 26.XI. solido nel punto a della ab e sia quello , eh’ è 
contenuto dall’ angolo bac uguale ad M , dall' an- 
golo bae uguale a Q ; e dall’ altro cae uguale ad 
N e P, Or è evidente , che se il piani* dell’ angolo 
cad s intenda rivolgerei un poco intorno alla ca , 
e'verso la ha -, minorandosi l’angolo bad , e di- 
venendo baf j' si potrà costituire al punto a della, 
ab un angolo solido compreso dai tre .angoli pia- 
ni baf , 'bae , eh’ è uguale a Q , ed eaf , eh’ è lo 
stésso che ead , o sia P ". quindi si sarà già costi- 
tuito al pulito a della ab un angolo solido conte- 
nuto dai quattro angoli piani bac, caf,fae, eab , 
che sono rispettivamente uguali ai proposti M, N, 
P , Q . E siccome 1 " artifizio poc’ anzi adoperato 
potrà- selnpre ave» luogo fintantoché il lator ad 
non cada nel piano dell’ angolo eoe , nel qual ca- 
so svanisce di nuovo i’ angolo solido in. a compre- 
so dai quattro angoli pi^ni bac i c af , fue , eab j 
« ne risulta quello che si contiene dai tre bac, 
bae , eoe ; è chiaro perciò , che tra i limiti bad , 
cae si potranno costituire mollissimi angoli solidi 
compresi dai medesimi* quattro àngoli piani M ; N, 
P, Q disposti coll’ ordine stesso . 

Che se gli angoli IVI ed N' insieme presi risulti- 
no uguali agli altri P e Q presi insieme $ rilro- 
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Yandosi , o no anche gli angoli N e P uguali agli 
angoli M e' Q : è chiavo , che la dimostrazione pro- 
cederà nel modo stesso, sol che gli angoli bud , 
cae snppongansi per pòco minori ,' il primo. di "que- 
sti de’ due P , Q , e P altro degli altri due N, P; e 
di più compresi tra i limiti dinotali per lo primo 
dalla somma degli àngoli P , Q , e dàlia differèn- 
za degli altri M‘, N ; e per P altro dalla somma 
degli angoli N , P ,' e dalla differenza degli altri 
AI , Q . E perciò' è chiaro , che anche in questo 
.caso si potranno costituirò moltissimi 'angoli soli- 
di dai quattro afigoli piani proposti . C. B. D. 

4 Or dalla dimostrazione rapportata si- rileva chia- 
ramente , che questa varietà di angoli solidi com- 
presi da quattro angoli piani dipende dalla- di- 
versiìà dell’ angolo bai , o pur da quella dell’ 
angolo cae, 'ciascun de’ quali vien cbstituito da 
due lati oppo'sli dell’ angolo solido in a : che per- 
ciò sarebbero uguali i due angoli , solidi in A , -ed 
a , ciascuno compreso da- quattro angoli piani uguali, 
e similmente posti, se mai gli angoli BAD , òad fos- 
sero uguali , nel’quale caso lo dòvréhbe'ro esser pure 
^li angoli CAE, c«e; o al contrario* Vale a dire che 
saranno uguali gli angoli solidi di cni si - parla, -Sen;s$ji 
dividonsi in dite altri angoli solidi, ciascuno compreso 
da tre angoli piani uguali, e similmente disposti : cd 
in generale sarebbe facile il dimostrare , che sono 
Uguali due angoli solidi -, 'ciascuno corhpreso dallo 
stesso numerò di àngoli -piani quanti si vogliano 
se mai essi si dividono ih angoli '.Solidi conte- 
nuti da tre angoli piani similmente posti ,* ed u- 
guali rispettivamente Ila avuto dunque torti) il 
Clavio di soggfuguere dopo la definizione dell' augo- 
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lo solido . Ex his vero pcnsplcuum cuivis erit , iltos 
iwgulos sulidos inter se esse -ucquaLts , qui continen- 
tur angulis plancs et mu.ltitud.ine , et magnitudine 
aeqmilibits . Xeni huiusmudi anguli silfi mutuo con- 
grue nt , si se se penetrare intelligantur . 

j / 

ALLA PJIOP; XXXI, DEL LIB. XI. 

Nel Testo Greco questa Prop. ha due casi ; il 
primo in cui <supponesi , 'che i lati, idei parallele- 
pipedi , che insistono alle basi sieno a queste per- 
pendicolari , eT. altro , ch’essi v’insistano ohhliqua- 
mente . Noi intanto avendo dimostrato nel Cor. 
della Prop. prcc. , che ogni parallelepipedo alati 
insistenti ohbliquainentc alla base , può rappre- 
sentarsi con un altro a Iati insistenti perpendi- 
colarmente alla base stessa , abbiamo perciò ri-, 
dotta la presente dimostrazione al spio primo 
caso . Di più il Sirnsou vorrebbe , che il primo 
di questi casi si distinguesse in due parti , in una 
delle quali si supponessero le basi equiangole , e 
nell’altro no; ed egli si duole j che ciò non si 
trovi praticato nel Testo Greco, e erede che 
qualche editore antico abbia intessuta la dimostra- 
zione della primà di queste parli a quella della 
seconda . Or siccome una tal seconda parte è la 
più generale , eli’ essa comprende la prima , e clic 
volendo adattare « due parallelepipedi , che hanno 
le condizioni della prima parte 1’ apparecchio della 
seconda ^ si vede chiaramente , che il parallelepi- 
pedo ICVN risultante dalla costruzione deve con- 
fondersi coll’ altro CDFN , eh’ è un de' proposti , 
sicché la dimostrazione nc resta da so modificala: 
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perciò noi non abbiamo credo lo. di dover Tappor- 

tare , che la sola' seconda parte del caso primo . 

( ■ 

. \ • . ' 

ALLA PROP. XXXII. DEL LIB. XI. 

L’editore del Testo Greco neir'apparecohio di jtg, 3 t . 
'questa dimostrazione o’mise di dire che il pai-al- 
leìogrammo FH si debba applicare alla retta I* G 
nell'angolo FGIT uguale àlL’ angolo LCG ; il elle è 
necessario : che perciò molto a proposito vi hanno 
supplito Clavio , e Siroson , 

Ipoltre ricercandosi in tale apparécchio . che 
sulla base FH sFcostiluisca un- parallelepipedo.del- 
la stess* alteiza , che 1’ altro CD , ed avente con 
-questo di comune il lato FD , insistente al piano 
delle basi ; l’editore Greco aveva erroneamente 
tralasciata quest’ ultima circostanza , eh’ è stata dal 
Sirnson ,■ e da noi supplita. E la stessa correzio- 
ne deve praticarsi nella Prop. 33. 

ALLA PROr. C DEL ÌIB. XI. r 

É da credere , eh’ Euclide avesse posila né’ suoi 
Elementi una tal proposizione ! eh’ è simile a quel- 
la , che aveva già data de’ parallelogrammi equian- 
goli nella 23 . dei Lib: 6. -, ■ • . 

ALLA mor« XX^\ DEL VX.IJ). XI. 

, In questa Prop. si Vuol diraostare che fi Se'pi 
si.enó due angoli piani ìfgìuili , 'e ne* 'loro ret titi si 
adattino due linee rette snidimi , le quitti conten- 
gano angoli ugnati co' Ulti degli angoli proposti -, 
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ciascuno a ciascuno ; che poi in queste linee 'rètte 
sublimi si prendano due punti , e da essi si abbas- 
sino le perpendicolari ai piani ne' quali sono i pri- 
mi angoli c dai punti dov,e queste perpendicolari 
incontrano tali piani si tirino le rette ai vertici di 
essi : queste- copgiungenti ■ comprenderanno angoli 
uguali colle r tte sublimi'. Da una tal dimostra- 
zione poi se ne - deduce per Corollario : che se 
mai le linee rette sublimi erano uguali ; le perpen- 
dicolari dovevano essere anche uguali . 

Or chi' mai potrà sostenere , che tutto questo ar- 
tifizio sia di Euclide ; e che queste Geometra , che 
altronde riconosciamo dotato di una grandissima 
sagacia , e penetrazione geometrica , si /osse .co- 
sì ingannato in questo luogo ? Imperocché o egli 
suppose , che gli angoli solidi contenuti da tre 
angoli piani uguali-, e similmente posti sono ugua- 
li , o non .lo suppose Se Jo suppose ;• perchè 
poi usar tanto artifizio -per dimostrare una veri- 
tà , che ne risultava intuitivamente ? Ed ecco 
in qual modo 

fig. 26. Sieno BAC , bue gli angoli proposti, ed AD , 
ad le linee rette sublimi , che formano 1’ angolo 
BAD uguale all’ angolo, bad , e l’angolo DAC ti- 
gnale all’ àngolo dac : dovranno essere uguali ' gli 

* A. XI. angoli solidi in A, a * 5 e perciò posti l’Uro nell’ 
altro dovrà 1 ’ angolo BAC comLaciare coll’ altro 
bac , e la AD adcttlarsi^ulla ad . Adunque si pren- 
dano nelle AD, adì punti D , d , e da- essi si 
abbassino su i piani BAC,-, bac le perpendicolari 
DE, de,-, è.. chiaro, che quelle, quando gli angoli 
solidi si suppongono coincidere , sono parallele, ed 
esistono colle AE , ae in un medesimo piano ; che 
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perciò le comuni sezioni di questi pia,»! coglinltri 
di BAC , bue dovranno coilicidcre ; e quindi esse- 
re uguali gli angoli DAE , dae, 

-■Che se poi Euclide non volle assumere ; ma di- 
mostrare , che gli angoli solidi contenuti da tre 
angoli piani' uguali , ciascuno a ciascuno , c siinil- 
nTente posti , sieno uguali , dovè certamente farlo 
prima della* A5<: ed in un tal caso ,la dijuiosliazione 
della, presente Proposizione avrebbe potuto anche 
congegnarsi nel modo poc’anzi detto. Adunque 
nell'uno, e nell’ altro caso la dimostrazione della 35. 
del Libro ii, non è corrispondente all’ oggetto 
che vuol dimostrarsi : che perciò è da credere , 
eh’ essa sia stata ordita da Euclide per dimostra- 
re precisamente l! uguaglianza di due angoli soli- 
di, i quali avessero le condizioni poc’ anzi dette; 
e che quelli editori antichi, che credettero di po- 
ter assumere senza dimostrazione questa verità , 
si sieno di un' tal ragionamento avvallili per di- 
mostrare la 35. .Che anzi per. convincersi £ che 
questa Proposizione 35. non sia di Euclide , ol- 
tre a ciò 'che si è dello , basta riflettete , che 
la verità che in essa vuol dimostrarsi non è 
di nessun uso negli Elementi ; e clic al con- 
trario vi bisogna per la dimostrazione della . Pro- 
posizione 4o. il Corollario , clic se ne deduce. 
Perchè dunque Eucjide avrebbe usata ip questo 
luogo una jJzgarria geometrica , della quale non 
ve n’ha altro, esempio negli Elementi , e che non 
è certamente senza tateiu ? E poi un .tal Corol- 
lario si poteva aocjie dimostrare, indipendente- 
mente dalla Prop. da cui si fa dipendere , come 
può vedersi presso del Simson : che perciò non 
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Sappiamo persuaderci, perchè Inai questo Geometra 
abbia ritenuta hel suo Euclide la Prop. 35., cbe 
poteva comodamente supprimeré , come noi abbia- 
mo fatto | dedncendo quel Cor. dalla sua Prop. 
B, ove aveva dimostrato, che due angoli solidi con- 
tenuti da tre angoli plani rispettivamente uguali, 
e similmente posti possonsi far coincidere ; del 
qual principio egli in effetto si serve per dimostra- 
re un tal Corollario indipendentemente dalla 35. 

alla prop. XXXVI. hel lib. XI. 

' » ■ « 

Questa proposizione conferma ciò , che abbiamo 
detto nella nota precedente : imperocché si vede 
chiaro , eh’ essa può dimostrarsi sènza aver biso- 
gno di quella ; e cosi ha fatto il. Tacquet , suppo- 
nendo che gli angoli solidi contenuti da tre an- 
goli piani rispettivamente uguali fossero uguali ; 
]a qual cosa nel Libro li. già altre volte si era 
assunta . Ciascun vede però , che tal dimostrazio- 
ne del Tacquet , sia , per ciò che più volte si è 
detto , errònea ; giacche questa proprietà degli an- 
goli solidi doveva dimostrarsi , e non assumersi . 
Inoltre in. una tal dimostrazione il Tacquet sup- 
pone , che i solidi sieno già fatti , e non dimostra 
in qual, modo si debbano costruire , come si tro- 
va eseguito nel Testo Greco -, Il Simson poi aven- 
do dimostralo il Corollario della Prop. 35. indi- 
pendentemente i da una tal Prop.-, come si è det- 
to nella nota precedente , ha perciò dimostrata 
la 36 , scuza aver bisogno della 35, 
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j A 1*1,1 PROV. XXXVD. DEE $.I«. XL 

r ,_ • . * ' . • ,1 . . .■> t 

In questa PrQposìzione si trova assunto , elie le 
ragioni triplicate dioice ragioni "uguali sieao pure 
tra loro uguali . Ma se Euclide narr volle assu- 
mere treWa Propr 22 .: del Eib. 6; r che lè ragipni 
duplicate dì ragioni ug&aK subo uguòli; il òhe pen 
altro tì s può dedurre facUnjeql'a d«}J*- Prop.vi.- del 
Lib. 5.; come njai potè poi Suppoi' ciò vero senza 
d itiiQS trazione perle t «ipR^afé, f* È- pej? questa ra- 
gione, che noi, seguen’do Claiio, e S;nison,al>b>afno 
dimpslrala la presènte. propoiizionfe m.imatnani’e- 
ra diversa dal Testò Grato ; gd analoga all”altra, 
che Euclide tenne per la Prop. -afà. del Lib.* 6*. 

•T#’ ; .» •/ • /' • ’ •*.' ' 

alla tbòì»., XXXVIII. pEt, eia, XI.' - , 

' ' ' , • , 1 *'**..' 

‘ v. '/.•<*• \ \ • ■ " > /. j . ; ~ -c ■ 

• Questa Prop., sebbene iron .Abbia alcun uso Bei- 
gli Elementi ; pure trovandosi àdopétata/da Apol- 
lonio , e da jdtrl Geometri, , 1’ Abbiamo ritenu- 
ta ; nè pensianKròqmo U-5i:aLsou'cX r eSsiL *i* . idV 
faljò inutile. •’ . * • 




ALLA PHOB. XXXIX. DÈL LIB. X$. 


Questa Prop. pat cbè sla stala stabilita da IJé* 
elide negli Elementi come Lemma alja Prop. 17. 
del Lib. 1 3. ménti* di essa liop se ne tròva gì a in - 
mai fatto ralCun uso’. O# noi posi avttndone' biso- 
gnò per .un tal -Libro ,, abbrainip perciò* «redolo 
conveniente di tralasciarla v > < ,*. •_ 

• ■ ' ■ 3 /: . ' . 
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, • * '• * . « *1 f \ * • » ,• * 

'Al Lemma L bel ■ ivf.i'XIl* ^ • ' *' 

> ; V~' 'N,’ ' V <• - 

Questa- verità di cui. si ha bisogno nella diiuo- 

ftrjiiipne della Pi opr 5i. dèi pvcseulè . Libro , è la 
Propri ^ del Lib. io. di Euclide .«•>.<> . v > » 


• '• ''.'AL- LeJIMA il. DEL Ut. jOI. „ ' • 

• . ' ' t ! . . * 

r ; / tm ■ 1 ,1 *1. 

Euclide àVeva preposto il Problema di coi si 
tèsila' iti questo' iiemtrt* alla Ptopos. >7. déf pre- 
sènte Libro.', nelle quale ne aveva» bisoghcr. -E. qué- 
sta ty , e 'la 16 di cui si parìa- dovivanO poi for- 
mare gl' incidenti' pe? fa dimostrazione della Pro- 
pos: 16 , nella (piale egli per dimostrare , ebe la 
fferc sono, in triplicista 'fugione' dà' loro diametri , 
ai serve di Uu elegante', « comodo ripiego geome- 
trico f Or avendo v noi pi queliti Elementi adotta- 
ta .una lai maltiera di dimostrare in diverse Pro- 
posizioni t t ra le (piali la seconda del Lib. XII. T 
abbiamo dovuto v -trasportare là i6. nel principio 
di un tal Libro . Abbiadici poi aggiunto a questo 
Lemma un Corollario , del quale avevamo bisogno 
Belle Propp.- ajf, e *>8 de’. Teoremi di Archimede» 
■' r 'i ' 

v '' ' - Alia mop. II. DEL LiB. XII. . 


’l ^ r 


Oli antichi Qepmetri’ tutte le volte , che rolle- 
rò paragonare le figure .'pUrrUiitée tra di loro , 
le considerarono come" il limite di figure Tettili— 
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noe 5 c dal • rapporto eli' queste vennero in roghi-, 
zione del rapporto di quelle . Euclide , per esenti* 
pio , , avendo drniqste.alo ' ^dijiendeutpmohtc dal 
numero dei liti, die dui^ p diipV# limili àShri Iti 
in due cen ili erano Ira loro in duplicala Tagiotie 
de’ (liainelrL , sT spinsi *4 rJutìòsfivTr lo stfisso por 
gli ceretti'^ Aé ''considerò comò ì ftmiiti p<Vl»- 
gohi ju tisi WntiÀiìamfenfò Iscritti : ma' 1’ idea di 

considerare il CCl'flfió come un poliqtfwor tE infiiw# , 
lati era pocò goonVetriea * pòrcdfr ' vi jttdj»iift ij+e «Lift 
di (ini /ione di 'ima tal curva r e perd io egli . dopo 
essersene servito 'per la scoperta di tal .Tefit.à , sj 
ricusò gìiislamirbfLc di ftUoti.irla per la dimo-t tv/.io- 
ii c di essa . Ardii mede pervenne nel modo- s.«‘Hso 
a determinare le superficie del .rii imlro , deli :.eoft 
no , e della sfera , eJ f"feppO£«i «felle ttto -SftAgtyf 
là * la fjntfdratrtfa parabola ; 4^*. |mopriel4 

delle spirali ; itò»’]voj volle adottar l’idfcn duci- 
le hi dimostrare queste sue immollanti scoperte . 
Ed ecco un altro fortissimo -argomento ^ col quale 
resta convalidala' là necessità delle dimoSlra/.ioni 
indi ret (e . I Geometri , minili , ( ir.- U" - 

lamén te Tassai più li# noi Jft qiuritA. , • ed ' H «agiW 
geomètrico , vi\sÒhò 'Spésse volte ricorsi £ quando 
’ il - — ì— i; dell’ infi ti i l o. 


tannò dovuto n.rsconderé lé nozioni dell’ infinito, 
per -mezzo defffe ^ttó^erano • pervenni i alla -co- 
perta di fjualei.q verità'. E ‘chi ardirà mai so'sje* 
nere , che sia f,.r V móglie' il fondar la conoscen- 
za di una verità impoVlsi'nle sn -^r '«.na >|eorKi mfc T 
tafiii'ca\ ebaéadòssa, piuttòsto òhe Vi ai/everr ad uh 
ragionantcnto WdifélW- òoitviriceldU-imo ?.È.vw o, 
che 1' liso, de’ ihftadi moderni ci Ifci resi più nr^ 
diti a maneggiar le teorie 'dell’ infinito 5 ma itor> 
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bisogna però negare gb sforzi., cbe i pia sommi 
analisti ^banno fotti per evitarle , ben persuasi 
della loro dureaia . Qual necessità vi sarà dunque 
d’ introdurre (preste ubai (mi negli Elementi di 
Geometria, spiando .ri pii ò fare altrimenti , a bene? 
i- In Unto faremo «pii. avvertire , che questa ^Pro- 
posizione 1. del Lib. 43. si tvoVa da Uoi di/oostrat* 
tft una maniera Indiretti diversa dati' Euclidea, e 
o&n un ripiega , del quale ([desto smesso» Geòmetra 
sì ày.Vtde bella dimostrazione, della. frop. 18 . dj 
un tal A’bi'o j ricche i troppo Euclidei nè pare 
avranno clwf ridirei . .E zon questo stesso' ripiego 
*emplicfesb»o si troveranno da noi. anche dimo- 
ftrato le Rropp- « , del |«jb. ,t*‘j,4e h 

' Propp. ì , 9 , n , C 4 ri *4 •» a 5, a» del. npstA» 
Jàibi'Q sulla sieri , « sul cilindro^ il che ha data a, 
qùfSte dimostrazioni teda uniformità * chi* il giovine, 
avendone impalala qua , è. nel caso di coupscfcrle 
tutto 5 senza stentò alcuncx- e di piu per gli Teo- 
temi dì AxejiiWédè gì * ia risparmiati molti lemmi, 
«he. il XJeométVa Siracusano T( preirieUe , pe* di- 
mostrarli alla sua maniera i ed ha presentate ni 
giovani delle dimostra/ io ut eSsai pili brevi, e n\o- 
nb complicate., che te À*ch«uc.3se »*' 

.TTT / . - i v * 

r . •• • p • i : r . ,v 

• ' tite rnóf». UT. , e JV; ipEt Eia. XH: t ; 

fig. 43 . ^ella iPr bp. 3- dopo di essersi &m<#trata H tri-. 

angolo- EH G ‘uguale , c Simile al triangolo KD-L , 
si sogniti goc : Kadern riiUoac et Bjì G tfianguliuti 
est 'aèquulx et. tintile trUtngniò MK&i mentre 
Si . poteva eonchnidere , che qii.esjà - due. triangoli 
oieno Uguali e‘ simili .pe£ l’ 8. del i : Di più 
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una volta . clic *» t couchius» , che 9 triangolo, 
EÀ& jrtU.. ugnale filmile ali’ atfro KHL , è asso- 
lutameli superfluo il dimostrare , 1’ ^ngslo 

BAC pareggi P aiigolb' KéHL*. >1 trova»! ose- 
gnltó nel Testo Greco-, piando vnol provare , 
che i- triangoli' B Aè y sono -»ÒnU» . -Nella 

Prop. è poi teso qùalcBe passaggio piu «*plt- 
diamente 5 S^e n^l Testo di tu eli de 4 

i •* v. • ’• * 1 » /' « 

> ^ ' • * ‘ -* T > ' 

VI* 'ovt li*. SII* . % 

e * x ^ v. ."• * • . + y» * • * ’ ■ ■ V* « • »' * 

Il modo» comò. da nói si è dìmostrata tt^sta.' 
Proposizione , eli" è analogo a quello del SimsOn , 
ha tesa una tal dimostratone nn poco pii* hrevo 
dell' Euclidea- . / •;>/■ ■ *; 

. '■ S « 

XL- CO *. PM.LS, Mtot- VÌH. hEt WB.XJI. 

•A questa Pròp. vi si trova Voi- Testo aggiuntò 
Un- Corollàrio , *-ìa''ckii dimostraftioite era impeti 
fétta ; poiché si tralasciava di dimostrare , che le 
piramidi triangolari' in '*»! si divìdohP due .|J***.- 
laidi poligone Simili v siano' aubbé s int ili il «l»è ’ 
necessariamente, dtfvsvò -dintóstrarri : ‘ © ló ‘stesso* 
Bbclkte-óp*» ha'prg&Sttcf iil caso sibilò nella 
iò dd presènte Libro . Noi abbiamo- percì4 «upÉ. 
pii fa’ una tal maiwranza, f e ped noti presentare in 
(fùésti Eleménti uh Goroliavk» borritalo 4‘ « ns * 
dinmèt razione alquanto l'unga, abbia ino «siili ta fa 
siesta verità comò Scólte.’ . i M ' v > ' 
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: > r, AiL*.jpivtìr. lic, XII. , * . 

. *i »••**. ^. 4 * • j» < •* ' w / À . $ • 

In questa, Ihtojk, si; botava -assunto-,, « ntìn.,giA 
dimoslrato.yr. t'hc la cotupneysozioue. di un tilm.- 
tli-u Ton-iin^ piamo parallelo »]J*;sue basi , sia uu. 
cerchio. y/>e aiai aiI»utoo;jci_ù. supplito 

• . . ' ' 1 ; • ' \ "i " \ . 

t r ? \ ,£»• l 4f/t ■ ‘ - 

ilitA J>R0t>. XV. DEL XII. 

* •'■■■' .*• v- v • « " *•,; ■ 

Il primo case' della seconda parte di questa di- 
«pslrasdonp non si trova nel 'testo tjreco , ed 
in»>ltr«, yi sono eicuiie ' cose .. mancanti anche n*I 
secondo caso . <li una . taj rjc •• -HJ sì a quello, che 
a questo ci c supplito in questi nostri Elementi* , 


SOLA PRpP. XVlE del.lib. XH. - , 

* ' ,.,t .' 4 V *' . 

In questa Prop. si tratta di descrivere nelVesle- 
rìorc dii 'i/ere concentriche un solàio policitro , 
il ejnalnon tocchi L(i sfera interiore^ e nella dimostra- 
zione, di essa V» erapo, nel Te -ito di Euclide , molte 
tose depravale, e mutilate., che il Siinson ha corrette. 
<4Ì ; |)QÌeh(| qjia tal Piopo>T£Ìtyq^pp;è che mi lem- . 
ina tacila. iS, , nei abbiamo trovalo opportuno di 
sostituirvi 1’ altra.,.- che trovasi rtq’ nostri Elementi) 
e ciò, per due molivi :,il primo, per evitate uua lun- 
j)a, e complicata soluziouc, e dinzo&tiìa^ione , qual’ è 
quella che dà Euclide di un tal Problema ; e 1’ al- 
tro , perchè il Lenwua da . noi .' Stabilito espone a 
dirittura il rapporto di due •solidi' iscritti in due 
sfere, c goncràti in quel modo., clic da noi si è 
* 17. XI. supposto *») me li tre <^ic uu tal rapporto, , sid quale 
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è fondaiada dimostraziouedella Prop. 18. no» 
/orma presso ili Eùelide, -èhe.Jtu Cor- della s-ua 17». . 

■ »..v .s. ,1 . '■ » v. ci • 

. AVV Ri EMN IO. - 


• /, ì v ■ •' • 1 ■ . .* . , • » f 

1/ esse rei. in questi Libri Xj:,; e XII, molta al- 
lontanati da una semplice .versioni; ,.<W' ha. impedi- 
to di fan notare mimifa^iented glia,sti,pt'odotti nel 
Testo .li ri-ep dagli antipbà Mposilori ,'dc’ quali, si 
potrà esserne pronamente infermato dalie Note del 
Sim.sq^ Xoi-, iuta uto concili uderemo qneste-»6ft*e 
Note a primi sei, Libri , ed all’ XI ,J e XI 1° di Euclide, 
dicendo-, col . Simpson', die dalle cose fin qui esposte 
apparisce abbastanza quanto sieno stati corrotti , 
e .mutilali .dagl’ ignoranti editori gli Elementi dell' 
accurà-tissiniq. Q(someti;a Ipuclide ; e quindi-, «b® 
1’ opinione di’ ebbero molti sommi uomini dell’ tv 
dieionc Cieca, che ora abbiamo ,, cioè-.clr èssa 
poco , o niente-, si differisca, dalla \eua «pepa di 
Euclide , gl’ ingannò senza, dubbio-, e gli rese por- 
cili meno acculati, in, esaminare una tale edizione; 
donde è avvenuto' , che dà’- tempi dii Tenne (la 
ora , non abbiano, avvertiti in essa alcufri errori di 
ucpi poco momento . Che perciò ci. giova sperare, 
. die. T impegno ^ che ci abbiamo preso in..rqsliib>hq, 
e liberane da pei questi Libri , non debba dispiace» 
•t » ai giunti ) estimatori, delle cose , i quali -sapranno 
ben disoernere ‘le legittime definizioni ,-'e flimosirt»-*. 
poni da quelle , ebe non lo suiio . E, coloro i quali 
bfmno leutanto ,di mutare' 1’ ordine , cd il metodo 
Euclideo potranno anche convincersi , ebe sia tale 
il merito degli Elementi di Geometria composti da 
quesjo Geometra, che quantunque sì oltr«?mo- 


f , 
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asa Note 

Ho con tutto ciò hanno formata »!’ ammirazio- 
ne eli .tjitti i Geometri sommi d’ ogni tempo ; e per 
la loro eccellerli* sono stali insegnati in tutte le 
Scuole y tradotti * e .comenlati in tutte le lingue* 
K quindi si vede , clic con molta ragioue a’ facitori 
delle ordinarie Istilli orni Geometriche , che nou 
'Cessano a d’oli?», di comparire: a di nostri , per aver 
poi un’ tvfiijicra durata , si può rinfacciare ciò elio 
'dice il coifcLjre Giuseppe Torelli, «élla Prefazio- 
nc al suo Attchimedé. : Non suiti ‘HesCius , qua: 
ii u (iqit i pcrlracturunt , cadérti a recentioribus per- 
iractata esse , et qu ut ulte pertructari ; sed , absit 
ilie lo invidia , labore prorsus irritò . Si eni/n £u- 
cltdes , ut ih hoc imo loquar, aliena in parte pec- 
cai y cur itoti redarguite? Sin. miteni in omnibus sibi 
top sta t , cur catlcm.' miti, alibi i>?rbis proponis ? At 
queedàm. se il ie et recenhorej dclorqUent , invertirà , 
immutane a Ita quidem .ejcisti'mo : Sed. tamen dum 
hoc. Jdeiunt , quid , quarto , aliud agunt , quam ut 
sureinattires imilcntur , qui’ Jxiem i naru ni vestes (pio- 
3tanuis>r/Jìrtgunt' , ut esc . s ad ferculi rhores accomo- 
dati t ? Tic brevilate atltem f quarti taniopere iactxint , 
quud ' die ahi ■, ■ id ni lui est ; e uni breve nihil dici 
de he ut x ijttod sine .cr pi teatrone aliquu intellìgi ne- 
<piit , jCÌ hiitius. jtei'spii'Ue liitdifuf . Qua? curii ita 
si Ut ^optiate ìlli mi hi de Geometria meriti esse t>t- 
rlpnlltr . , qui in aiitiquis uuctoiibus rmeiidattdis il- 
lustrand.isquc operimi posucrunt 
. '*• -è*. 


\ s.- 

‘ •#*/ 
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NOTE 

AL LIBRO SULLA SFERA, E-SUL CILINDRO 

- . 1 * *• *T 


* ’ ALLE^DEFF. 

"• * * ■ .V* • , 

<• > . • • 

Archimede n’on aveva 'definito il segmento sfè- 
rico, nè 'tampoco ""aveva ciò fatto' Euclide 5 e noi 
abbiamo supplita una tal deflniziotteU E poi al que- 
sta che le altre del settore,* del rombo, conico le 
abbiamo fatte per genesi , a fin di mettere una cer- 
ta uniformità tra esse r e quelle del cono del ci-», 
b’ndro ,, e della sfe/a , date da' Euclide nel Libro 
Xl. ; ed anche pèrche cosi facendo ci si è focili- 
tata la loro applicazione a quelle proposizioni in 
cui- se ne fò uso . In (opto si. alla definizione del 
settore., che a quella dèi rombo cònico vi. abbia- 
mo aggiunta una seconda parte , che contiene la 
definizione di ArCiiimede » * '• 

•' ^ • . s 

‘ ■ ai «kuku* . - 

.• . .a. - 

Archimede -ha stabilite' nel princìpio di questo 
suo- Libr o alcune Proposizioni, che la maggior- 
parte degli espositori hà prese per assiomi 5- ma 
die a rigor geometrico non sono tutte tali '• noi 
ritenendole con qualche moclifieaziohe , per reni 
derle più 'qhiare , 'V? di una più facile- applicazio- 
ne , le abbiamo dato •iLnome , che loro era coi}-' 
Veniènte , di Principi . ' ■ ■ • 
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fig. 60. 


t. ' ,• 

r 1 JV 
/ ALLA PROP. III. 

V . ■' ' , .. ; 

Questa Prop. 3 ., non ài appartiene ,- presso Ar- 
chimede , al. Li%o presenta 3 ma all’ altro della 
Misura del cerchio . Essa però era necessaria in. 
questo luogo, per la nostra maniera di esporre le 
verità , che in un tal Li'b. si contengono : e nel- 
lo Scoi, .vi abbiapio recato il rapporto delle cir- 
conferenze di due"' cerchi , che conveniva, esporre 
esplicitamente negli Elementi di Geometria . \ 

r •,••• . 'ì ' r' , ' ■ . > . „.v. . .. * . 

v: -, * *>•* , ». AI.LA- prop. V. , V. . • '• • 


V In» questa' Prop. Archimede divide Inarco ABC 
pie* metà ^ in 13 j -ed unite fc. cordo AB y BC , DB, 
dice che d dye, triangoli. A13P , , BCD sieaio mag- 
giori'ldhl tmngolp;. AX)Q : je.ad Ui>. uomo che in- 
ventava , éiò, porterà perméttersi^. Eutocio irei suo 
dotto Comeiitario.. ai Ifibri sidhi sfera , ,e sul ci- 
lindro voli? dimostrar questo passaggio ; .e della 
sua dimostrazióne tutti i Geometri ne sono re- 
stati paghi , eccetto -il celebre Qiuseppe Torelli , 
il quale nel suo bellissimo Archimede , a piede di 
pagina dico. : hoc dernonstratip Eutoqii, uon valgt . 
Ed in effetto aessa non . q sufficiente a pr^var.e 
1,’ assunto , che bel solo a^so.^ , che formandosi al 
punto D della, AB, e nel piano del^’ftngolo ABC, 
un apuo angelo uguale ad ADB , o a J3.DC f e.prje- 
ser nell* altro lato di quest:’ ajrgoìp una. parte ugua- 
le .alla AB } l’estremo di ,un tal lato -dada al .eli 
sotto della AC : poiché se ciò non avviene , e che 
questo estremo cada al contrario al di sopra dcl- 
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la AC , come si verifica -sempre che l'angolo ADB. 
è maggiore di ADC'; la- dimostrazione di- Enlocio 
iron è soddisfacente. ( Si riscontri una tal dimo- 
strazione ne' Coment àrj Ufi Archimede ). Noi ab- 
diamo perciò seppi itti diversamente, questa dimo- 
strazione, come potrà vedersi nella Nota, che 
trovasi iuseHta nella Prtfp. 5. 



alla moii. XIV. v '. 


Archimede riduce tutte le ' superfìcie « curve de’ 
solidi , che considera -in questp suo Libro I. r al 
, cerchio ; e tutte le loro solidità al cono . Or avendo 
egli in seguito dimostralo a qua] triangolo sia ugnale 
un cerchio ( Circuii Dirnensio Prop. 1 . ) , ha in 
tal modoTidotte tutte quelle esibizioni di superficie 
curve- ad una figura rettilinea ; il ciré ei-R ìro poe- 
tante-, non solo per la pratica, in cui spesso^ si 
ha disogno di valutarle ; ma anche in ritòlte ricer- 
che geometriche. Era dunque necessario , èhe egli 
stabilisse auehe un rapporto tra un cono, ed una 
piramide , affinché que' solidi da lui ridotti al co- 
no , potessero similmente esser valutati in pratica. 
La qual cosa non trovandosi da questo sómmo, 
Geometra antico eseguila , nè altri avendola an- 
cora esposta con quel rigore , che conveni-vasL $ noi 
abbiamo creduto opportuno di occuparcene in que- 
sta Propo?. i4. , che abbiamo dimostrata per mez- 
zo di quello stesso 'principio • ricavato tìulP ultima 
Propos. d el Lib, AH. di Euclide . 


ALLE PROPP. XV. , X^ I., XVIL , E XV III» 

Le dimostrazioni Ji queste Propp sono identiche 
a quelle di Archimede. Noi abbiamo però aggiun- 
to alla ìG. , ed alla 17. uri Corollario, del qua}e 
avevamo bisogno in alcuno di snos tracio ai seguenti. 

ALLE PROPP. xx. , xxL , xxii. , k xxnr. 

Queste Proposizioni sono tanti lemmi per }’ e- 
sibizioue della superfìcie .della sfera, e di quella 
del segmento, sferico . • , > 

ALI. A tuor. XXIX.. > 

■ ; . . •*' 1 , ■' * 

L’ esibizione di un segmento sferico viene da 
Archimede recata nel Libro secondo della sfera 
«'del cilindro, insieme ad alcune altre ricerche, 
crime quella di :’•!,> Rinvenire una sfera uguale ad 
un • cono , 0 ad un cilindro, dato : 2. Dividere una 

fera con un piano in modo , che le due parti dàlia 
sua superficie sieno in data ragione : 3 . O pur rie— 
no in data ragione i due segmenti sferici ne' quali 
un piano divide la. sfera . 4 - Costituire una porzio~ 
ne fi erica simile ad una porzione sferica data ,'ed 
uguale ad un' altra data ; 5 . Date due porzioni 
sferiche , che sieno di una stessa sfera , t> pur di 
sfere diverte ; costituirne una terza simile ad una , 
e che abbia la sua superficie uguale all' altra : 6. 
Troncare da una sfera una porzione sferica , che 
serbi ragione data al cono , che ha la stessa base % 
e la stess' altezza della porzione . Egli poi vi di- 
mostra clic ; 7. .Se una fiera si seghi con un piano , 
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che non passa per lo centro ; la porzione maggiore 
serba alla minore , minor ragione della duplicala 
della superficie di quella alla su/yerficie ili questa : 
8. Che la mezza sfera è la massima- di tutte le 
porzioni sferiche contenute da r superficie uguali . 

Or ’ iicdome ninna di queste verità- era necessa- 
ria a- recarsi negli Elementi, per cui un tal Li- 
tro destinato- ad abbundantiòrern scientiam poteva 
Lenissimo tralasciarsi ; e perciò die- noi alitiamo 
trasportata l'esibizione dgl segmento sferico a far 
parte del l. Litro . 

1 < J ■ • ■ ; '* , 

AL LIBRO DELLA MISURA DEL CERCHIO. 

i • % . , 

l » 

I principi su i" quali abbiamo fopdata la pre- 
sente ricerca sono presi da Giacomo Gregory ; mà 
non perciò gli si deve attribuire Ja- maniera come 
noi gli abbiamo applicati a dimostrare le diverso 
verità comprese ngl Libro de Dimensione Circuii di 
Archimede : che anzi la stessa esposizione di tali 
principi ne' due Lemmi , è molto più semplic/e.di 
quella datane dal loro inventore , Intanto siccome 
a ridurre in pratica le verità in questo libro com- 
prese è necessario esibire aritmeticamente un qua- 
drato tf e die per gli usi pratici ai quali frequen- 
temente servono i Teoremi della sfera , e del ci- 
lindro , spesso' occorre di valutare la superficie, e 
U solidità di qne cofpi ; non sarà perciò fuor di 
proposito , che ào qui recti in due Teoremi la 
maniera di "valutare uno spazio ^rettangolare , e 
la Solidità di un parallelepipedo rettangolo , alle 
quali due figure, le altre tulle, come si sa dagli 
Elementi , facilmente si riducono . 



328 
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PROPOSIZIONE I. 

Teorema. 

i • •_ > 

• Se i due lati che contengono ‘un rettangolo , sie~ 

no espressi con qualsivogliano numeri rapportati 
ad una stessa unità ; il prodotto di questi dovrà 
dinotare in quadrati deir unità stessa il rettangolo 
proposto . . ‘ 

Sicno A , B i lati di no rettangolo espressi in 
numeri , come si è detto : sarà un tal rettangolo a 
quello di B nell’ unità eomune ad A, c B, come 
* l. VI. A ad i * ;e perciò quel rettangolo conterrà que- 
c. u. \ . stQ taqte volte , quante volte A contiene 1 * , cioè 
quel mimerò di volte, eh’ è dinotato da A. Si- 
milmente il rettangolo di B nell’ unità sta al qua- 
dralo di questa , come B ad t ; e perciò quel ret- 
tangolo conterrà questo 'quadralo 'il numero di 
volte , ch'é rappresentato da B . Laonde il ret- 
tangolo di A in J3 dovrà contenere il" quadrato 
dell’unità tante volte, quante n’esprime il jiro- 
dotlo delle unità di A per quelle di B . 

• % • | ’ ’ « ,• • 

Scolio.' ' 

Percliè tutte lò figure rettilinee possónsi 
ridurre a rettangoli ; dalla misura di questo , sè 
ne jio'rauno facilmente rilevare le regole per la 
misura di quelle . Il che sarebbe superfluo di qui 
esporre a disteso . 
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PROPOSI- Z IONE II. , 

• • Teorema. '• •' 

Se i tre lati intorno ad un. angolo di un paral- 
lelepi/redo rettangolo sieno espressi in numeri rap- 
portati ■ ad una stessa, unità ; il prodotto di questi , 
dinoterà il numero de' cubi di quell' unita , che- si' 
contengono in un tal parallelepipedo , 

Sieno A , B , C i tre lati di un parallelepipedo 
rettangolo espressi in numeri , come si è detto . 

Ed essendosi dimostrato * , che il prodotto de’ due *p,prèc. 
numeri , che rappresentano A , e B esprima in 
quadrati dell’ unità assunta quel rettangolo tcr- 
minatore del parallelepipedo , il quale è conte- 
nuto da A , e B : è chiaro , che se un tal piano 
si prenda per base del parallelepipedo , e che per- 
ciò sia C 1 " altezza di questo solido 5 dovrà esso 
stare a quell’ altro parallelepipedo della base stes- 
sa , e che ba per altezza l’ unità , come C ad 1 *5 * 3 a.XI. 
cioè quel parallelepipedo conterrà questo il nu- 
mero -'di volte espresso da C . Similmente si di- 
mostra 1 che questo parallelepipedo contiene il cu- 
bo dell’ unità tante volte, quante volte il rettan- 
golo di A in B coutiene il quadrato dell’ unità , 
eioè quel numero di volte , che viene espresso dal • , 
prodotto de’ numeri , die rappresentano .A , è B *. 

Adunque il parallelepipedo proposto dovrà con- 
tenere il cubo dell’ unità quel numero di volte , 
che si otterrà prendendo il prodotto di A , per 
B , e per C . <C, B, D. y 


*p.j>rec 
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ScOLU. 

Potendosi tutte le figure solide considerate ne- 
gli Elementi ridurre al parallelepipedo ; si potrà 
per mezzo del precedente Teorema valutare cia- 
scuna di quelle figure solide : che perciò noi ab- 
biamo creduto inutile d' intrattenerci su questa 
assunto . 
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CORSO 

D I 

GEOMETRIA ELEMENTARE 

DIVISO IN DUE VOLUMI 

APPENDICE 

Che contiene la Trigonometria Rettilinea , e 
Sferica . 
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ELEMENTI 

DI 

TRIGONOMETRIA 

RETTILINEA, E SFERICA, 




NAPOLI 

Presso i fratelli - ChiA se si 

i8i3. 
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AVVERTIMENTO. 


Dopo di aver pubblicata la parte elemen- 
tare della Geometria , mi sono veduto nell’ ob- 
bligo di acconsentire alle dimande che mi sono 
state fatte da diverse Scuole , le quali hanno 
adottato un tal Corso , di pubblicare la Trigo- 
nometria Sferica, ch’era loro indispensabile d’in- 
segnare . Questo piccolo , e special ramo di 
scienze Matematiche aveva ancor bisogno di 
esser ridotto in una convenevol forma elemen- 
tare , affinchè i giovani i quali debbono appren- 
derla dopo gli Elementi di Euclide , non re-- 
slassero ad un tempo sopraffatti, dall’ usar me- 
todi approssimanti , e dal non stretto rigor 
geometrico nel nesso delle proposizioni , e nella 
maniera di dimostrarle . Con quanta ragione 
ciò dica , potrà rilevarsi dal vedere general- 
mente dimostrata , e da accorti Geometri , la 
teorìa dell’ uguaglianza de’ triangoli sferici , ed 
alcune altre proprietà di essi , clic da tal teoria 
derivansi, cogli stessi principi c ^ ie q ue Ua de’ tri- 
angoli rettilinei ; quando che questi , esistendo 
in un piano , possonsi sempre ridurre ad esser 
similmente disposti ; il che non può avvenir 
ne’ primi . Inoltre i principi per la loro riso- 
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AVVER TI MENTO, 
luzione erano in generale vagli i , e soggetti 
nell’ applicarsi , ad indiare talvolta in equivoco 
anche coloro , clic sono sommamente versati in 
tal genere di ricerche . Ad evitar quest* altro 
inconveniente , il sommo Eulero , che non ohhliò 
mai in mezzo a tante sue sublimi investiga- 
zioni , che il principal merito de* lavori di un 
Geometra consiste in facilitar 1 * intelligenza 
delle scienze Matematiche , occupatosi della Tri- 
gonometria Sferica in una Memoria inserita ne- 
gli Atti dell* Accademia di Pietroburgo per 
Tanno 1781) , stabili un principio , dal quale 
ne dedusse le principali condizioni della riso- 
luzione de* triangoli sferici . Questo mezzo dall* 
Eulero adoperato , per mettere uniformità in 
una tale scienza , è stato da me prescelto ; ed 
• in tal modo T intera Trigonometria Sferica 
viene ad esser compresa in tre Teoremi faci- 
lissimi a ritenersi, non che a dimostrarsi. Ma 
i libri elementari , siccome da una parte non 
debbono essere si minuti da opprimere F inten- 
dimento de* giovani , che gli studiano ; così 
dall* altra non convien che siano sì brevi da 
tralasciare qualunque sviluppo si possa loro 
dare de* metodi , o delle teorìe generali . Quin- 
di non credo di aver agito fuor di proposito 
pggiungnendo a* Teoremi de* quali poc* anzi 
parlava alcune semplificazioni , delle quali es- 
si sono suscettibili pe* triangoli sferici ret- 
tangoli ; e nell* aver trattalo di alcun’ altri tri- 
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AVVERTIMENTO. vu 
angoli sferici , clic possono ricevere delle spe- 
ciali soluzioni . Or qualunque merito di sem- 
plicità , e di rigore possano avere le forinole 
trigonometriche vai nulla , allorché non si tro- 
vali capaci a facilmente adnttarcisi il calcolo 
logaritmico , del quale si fa uso nella risolu- 
zione de’ triangoli ; c questa verità , che non 
poteva certamente sfuggire all’ Eulero , gli 
fece sogghignerò alle forinole da lui rinve- 
nute un acconcia riduzione , perchè facile se 
ne rendesse la poc/ anzi detta applicazione . In- 
tanto queste riduzioni Euleriano riconducevano 
le sue formolo a quelle regole , clic con gran 
maestria espose la prima volta il Nepcro nel 
suo dottissimo libro Logcii ilinorum Canonis 
dcscripiio ; ed io ho voluto in questa parte 
seguir l’esempio del Geometra Scozzese , co* 
me può vedersi alla fine della mia Trigono- 
metria Sferica . 

E poiché non era possibile il dare un 
compiuto Trattato di Trigonometria Sferica, sen- 
za farlo stesso della Trigonometria Rettilinea , 
ho perciò dovuto occuparmi di questa un poco 
più di quel che non si era fatto , allorché Rag- 
giunsi in fine al secondo volume della prima 
edizione del Corso . 

Per non lasciar senza applicazione le due 
Trigonometrie, aveva stabilito di unirvi un bre- 
ve Trattato di Geodesia , ed una’ Raccolta di 
pochi , ma importanti Problemi di Geogra- 
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vili AVVERTIMENTO, 
fia Matematica , di Astronomia , e di Naviga» 
zione , c qualche cosa aveva già preparata di 
questo lavoro , che sono stato obbligato a so. 
spender per ora ; poiché le mie non lievi oc- 
cupazioni d’obbligo, mi lasciano ben poco tem* 
po da impiegare in altre cose. 


ERRATA . 


Pag. i 4 , linea 9, delle grandezze, leggasi grandezze 

16 

7 6o° 

60' 

20 

! RS 

RN 

36 

27 in effetti 

iu effetto 

3 7 

1 4 in dove 

dove 


E lo stesso alla pag. 43 linea 20 

61 

19 me 

come 

65 

Al n°. 1 1 4 vi corrisponde la fig. i 5 

70 

Al n°. 118 

la fig. 16 

7 3 

4 s°i° 

angolo 

76 

(N. 4 ) 

(dim.N. 3 ) 


E lo stesso per la 

pag. 77 liu. ii 

78 

4 gli sono adiacenti lo comprendono 

111 qualche 

Tavola, nella fig. i 3 

bisogna prolunga- 

re la retta 

Ke finché incontri 

la circonferenza 

ALD in E , 

, e porre intorno 

alla circonferenza 

A 13 K la Iett 

era C . E nella fig. 

i4 bisogna segna- 

re cou A , 

D due punii nella 

circonferenza del 


cerchio inferiore . 
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PREFAZIONE. 


In ogni triangolo, oltre allo spazio che vi si con. 
tiene , vi son pure , come 1’ è nolo , tre lati , e 
tre angoli : e queste sei grandezze han tal nesso 
fra di loro , che date tre di esse , se pur queste 
non sicno i soli arigo'i della figura , si possono le 
altre tre geometricamente , ed in facil modo rile- 
vare , come si ha dagli Elementi di Euclide . Ma 
non è cosi di loro , quando con valori aritmetici 
le tuie si propongano , e nella stessa divisa le al- 
tre vi si cliieggun da esse . Imperciocché essendo 
trascendente il rapporto de’ lati di un triangolo 
agli angoli , eh’ essi sottendono , ninna regola per 
l’ indagine suddetta può mai sperarsi . Ma la ri- 
soluzione del triangolo , in che consiste cotesta 
special ricerca , è la Lase delle scienze geodetiche^ 
ed astronomiche , ed ella nelle matematiche si pu- 
re, che miste ancor s’impiega lodevolmente. Qual 
ripiego dunque n’ escogitarono a tal uopo i Geo- 
metri antichi , o quale ne hanno supplito i mo- 
derni ? 

Essi adottano certe funzioni dell' angolo , che 
soglion dirsi linee trigonometriche . Dipoi propon- 
gono una tavola di corrispondenza tra' vaiati de- 
gli angoli , e quelli plclle loro funzioni . E final- 
mente prescrivono certi rapporti di esse funzioni 
a' lati di un triangolo , onde da quelli in facil 
modo la risoluzione della delta figura si ritragga . 
Dunque le parli essenziali di questa scienza non 
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so» che due , cioè quella fissazione di valori cor- 
rispondenti ; e le regole dell’ effeltiva risoluzione 
del triangolo . La prima , die suol chiamarsi Ca- 
none trigonometrico , si eseguiva dagli antichi con 
operazioni aritmetiche a celle grandezze geome- 
triche applicate : ed ora quei valori aritmetici da 
alcune analitiche espressioni si rilevano . E sì gli 
uni, che gli altri risultali non sono, che appros- 
simanti . 

Intanto è da dolersi, che la più parte di’ Tri- 
goncmelri non abbiano curato di avvertir queste 
cose a" giovani Ili , non senza loro nocumento . 
Imperocché nella parte elementare della Geome- 
tria , e nella sublime non si contemplano , che le 
sole geometriche grandezze ; e con melodi esatti 
e rigorosi tutto vien quivi rilevalo, proposto, e 
dimostrato . Laddove nella Trigonometria rinven- 
gonsi certe grandezze continue in valori aritmeti- 
ci , e co’ melodi approssimanti risolvonsi i pro- 
blemi . Ed i giovani passali di volo dall’un me- 
todo all' altro , e da questo a quello ne ripiega- 
no , ora contemplando le grandezze .continue lid- 
ia lor natura , ed ora sotto mentila forma di di- 
screte ; e spesso non v’ è ehi di quel divario gli 
avverta . Era dunque necessario, non solo per ra- 
gion di scienza ; ma per utile de’ giovani , pre- 
metter queste nozioni agli Elementi di Trigono- 
metria , che qui imprendo a divisare brevemente , 
e con chiarezza . 
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E L E M E JN T I 

DI TRIGONO M E T R I A PIANA 

DEFINIZIONI , E NOZIONI PRELIMINARI. 

i. Dcf.i. I valori numerici de’ lati , e degli an- 
goli di un triangolo si possono chiamare parti di 
esso. E ciò secondo la .frase de'Geometri antichi. 

a. T)cf. li. Risolvere un triangolo è il rinvenir 
tre dcdle sci parti del triangolo dalle altre tre , 
che sien date ; se pur queste non sieno i soli tre 
angoli della figura . 

3. Cor. Quando sìen dati i tre soli angoli della * 

figura , non vi si polran da essi investigare i va- 
lori de’ lati ; ma si tene la di loro proporzione . 
Imperocché ella è in tal caso data di sola specie, 

e può averne >>>Gnì(e , che le sieno equiangole . 

4 . Dcf. m. La Trigonometria Piana , o Rettili- 
nea è una scienza , che propone le regole per ri- 
solvere un triangolo . 

5. Scol. Le regole dell’anzidelta risoluzione non 
intercedono tra i lati , e tra gli angoli del trian- 
golo . Imperocché il rapporto di quelle grandezze 
a queste é trascendente, e tal sarebbe altresì ogni 
operazione , c ie tra esse si prescriverebbe a que- 
st’ uopo . Quindi è , che i tre lati di un triango- 
lo , ed i tre angoli di esso , che son le sei parti 
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di tal figura , non solamente differiscono gli uni 
dagli altri nella natura ; ma i rapporti loro son 
purancìie trascendenti . E qual mezzo ne han te- 
nuto i Geometri per la suddetta risoluzione? Ec- « 
colo . 

Qui soglionsi adottare certe rette , clic diconsi 
linee trigonometriche , funzioni degli angoli , o 
grandezze vicarie di essi . Se ne descrive la lor 
natura , il modo d' indagarle , e la loro corrispon- 
denza agli angoli rispettivamente. Di poi le rego- 
le della riferita risoluzione propongonsi tra’ lati 
del triangolo , e tra le linee trigonometriche sud- 
dette . E nella prima , e nella seconda parte di 
questa teoria mostrerò chiaramente sì I’ uno , che 
T altro di questi due nobilissimi artifizj . Prima 
d ogn’ altro però è necessario che qualche cosa si 
dica . 

DELLA MISURA DEGLI ANGOLI, E DELLA 
DIVISIONE DELLA CIRCONFERENZA. 

6. Siccome gli angoli posti ài “centro di un cer- 
chio serba nsi la stessa ragione , che gli archi da' 
quali sono sottesi (33. VI.) ; si posson -perciò qnc» 
sii prender benissimo per misura di quelli . Quin- 
di per ridurre sì gli angoli , che gli archi a gran- 
dezze Jiscrele , il che molto interessa gli usi tri- 
gonometrici $ e le operazioni di Geodesia , i Geo- 
metri hanno Supposto che il cerchio sia diviso in 
un determinato numero di parti . E siccome per 
la costruzione del canone trigonometrico , del 
quale or ora pavlereulo , era anche mollo irnpor- 
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fante , die tal numero di parti in cui si suppone 
divisa la circonferenza ammettesse un gran nume-. 
TO di divisori esalti ; perciò essi scelsero il 35o. 
Ciascuna di tali parti , che si chiama grado , la 
supposero poi divisa in 60 altre parli , chiamate 
minuti primi : e così ciascun minuto primo lo sud- 
divisero in Go secondi, ciascun secondo in 60 
terzi ec. 

Ad indicare i gradi , i minuti primi , i secon- 
di , ec. sogliono i Trigonometrici servirsi del ° , 
• , " nel modo seguente ; cosi per esprimere uh 

arco , o un angolo di 55 gradi , ad minuti primi, 
e secondi , scrivono 55° ad' . 

li’ indicata divisione del cerchio ha servito lun- 
go tempo , e vantaggiosamente tutti coloro , che 
hanno dovuto avvalersi della Trigonometria per 
applicarla alla Geodesia , all’ Astronomia , cd alia 
Navigazione , nè alcun inconveniente osservava»! 
nel maneggio delle ordinarie Tavole de' seni . In- 
tanto uno spirito di novità ha fatto ultimamente 
cambiare questa divisione della circonferenza in 
Un’ altra decimale, che da circa un secolo era sta- 
ta progettata dal Keill ; vale a dire si è divisa la 
circonferenza in 4 oo partì , e poi ciascuna di que- 
ste , che si è anche chiamata grado , si è succes- 
sivamente divisa in ìoo minuti primi , secondi , ec, 
e con questa nuova divisione si sono anche co- 
struite dal Sig. Borda delle Tavole de’ seni ; e 
delle altre anche più estese ne ha poi fatte esegui- 
re il Sig. Prony; ma che per la loro estrema lun- 
ghezza non si sono pubblicale . Or siccome questa 
nuova divisione, oltre al non aver alcun vantaggio 
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deciso sull’ aulica , offre di più il grande incon- 
veniente di doversi continuamente ridurre que’ cal- 
coli in cui si è fatto uso dell' aulica divisione , c 
de" quali conviene avvalersi qualche volta ; perciò 
essa non è stala generalmente adottala: e noi pen- 
siamo con molti doili Trigonomelri moderni, non 
escluso il Cagnoli , che valga meglio servirsi dell’ 
antica . 

Per completare la misura degli angoli per gli 
archi di cerchio, stabiliremo i seguenti due Teo- 
remi . 

PROPOSIZIONE I. 

teorema.. 

7. Tulli gli archi di cerchio descritti Ira i lati 
di un angolo, preso per centro il suo vallee , con- 
tengono lo stesso numero di gnidi c minuti . 

Sia l’ angolo BCR (fig- 1), e tra i suoi lati vi sicno 
descritti co’ raggi CB , C h , e col medesimo cen- 
tro C gli archi circolali, CR^ he , ,c_. di piu sien 
completati i quadranti BAC , ha C ; starà 1’ an- 
golo BCR all’ angolo BCA , come l’arco BR all’ 
altro BA ( 33. VI. ). E similmente l’angolo hCr 
sta all’ altro hCa , come 1’ arco hr all’ arco ha . 
Ala 1’ angolo BCR sta all’ altro BCA , come 1’ an- 
golo hCr ali’ altro h C« : dunque sarà pure 1’ arco 
BR all’ arco BA, come 1’ arco hr all’ arco ba j cioè 
il numero de’ gradi e minuti di BR starà a 90° , 
come il numero de’ gradi e minuti di hr a 90° > 
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Laonde gli ardii BR , br dovranno essere dello 
slesso numero di gradi e minuti . C. B. D. 

8 . Cor. Da ciò si vede che qualunque sia il rag- 
gio di un cerchio , non si cambia mai quel nu- 
mero, eli’ esprime il valore di un angolo , eh' è al 
centro di questo . 


PROPOSIZIONE II. 


teorema. 

9 . Due angoli disuguali posti a' centri di due 
disuguali cerchi , sono tra loro in ragion composta 
da quella degli archi clic li sottendono , e dall ‘ in- 
versa de' raggi de' cerchi . 

Sieno i due angoli BCS, bCr (Jig-^) posti a’ centri 
di due cerchi, clic abbiano disuguali i raggi CB, C b, 
e che si suppongano descritti intorno al comune 
centro C . È manifesto che 1" angolo BCS stia all* 
altro BCR, come 1 arco BS all’arco BR ( 33. VI.). 
Ma è poi BS a BR in ragion composta di BS : br , 
e di br a Bit ( d.A.\. ) , ossia di BS a br , c di 
C b a CB . Dunque starà pure l'angolo BCS all’ 
altro BCR , cioè a bCr , in ragion composta dalla, 
ragion degli archi BS , br che gli sottendono , e 
dalla reciproca de’ raggi C b , CB di que’ Cerchi 
intorno a cui centri essi sono posti . C.B.D. 
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T 


PAR T E I. 

DELLA N.ATTRÀ , ED INDAGINE DELLE 
LINEE TRIGONOMETRICHE . 

10. Def. tt. C ornplp mento di un arco è la diffe- 
renza di esso dal quadrante . 

E supplemento di un arco è la differenza di es- 
so dalla semicirconferenza . 

Così r arco di 3o° tien per complemento quel- 
lo di 6o°, e ’l complemento di 6o° è l’ arco di 
3o°. 

E 1' arco di i5o° è il supplemento di quello 
di 3o°. 

11. Def.v. Seno d' un arco è la perpendicolare, 
elle si abbassa da un suo estremo sul raggio , ebe 
pnssi per 1’ altro estremo . Questo seno suol dir- 
si seno retto , o seno primo . 

12 . Cor. Il seno d’ un arco è Io stesso di quello 
del di lui supplemento . 

13. Def. vi. Tangente- ei' -un orco— è qmdbr retta, 
clic il tocca in un suo estremo , e si distende 
insino al raggio prodottovi per 1’ altro estremo . 

i/f. Dcf vii. E tal raggio prodotto insino alla 
tangente di un arco , si dirà di lui segante . 

i5. Def vili. 11 coseno di un arco è il seno del 
di lui complemento . La cotangente eli un arco è 
la tangente del di lui complemento. E si dirà co- 
segante di un arco la segante del complemento di 
esso . 
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16. T)cf sx. II senoverso ili un arco è la diffe- 
renza del raggio dal coseno di esso . 

17. Scol. Cosi per illustrare le precedenti defini- 
zioni, ad un punto qualunque M (fig- 3 ) del quadrante 
AMD si conduca il raggio CAI, che si produca verso 
T . Eil abbassate dal detto punto le perpendicolari 
MP , ed MQ su i raggi AC , CD ; si tirino agli 
estremi A , e D del quadrante le tangenti AT , 
DS , che incontrino in T , ed S il raggio CAI , 

Sarà MP il seno dell'arco IMA ; ÀT ne sarà li 
tangente ; e CT la segante . Inoltre le rette MQ , 
DS , CS si diran coseno, cotangente , e cosecan- 
te del detto arco AM rispettivamente; poiché tali 
rette sono il seno , la tangente , e la segante dell' 
arco MD, di’ è il complemento di AM . E final- 
mente la PA sarà il senoverso del proposto arco 
AM. E queste linee trigonometriche , che i Geo- 
metri Iranno adottale per la risoluzione de’ trian- 
goli , come più giù faremo vedere , hanno il se- 
guente nesso fra loro . 

Per la similitudine de' triangoli TAC, MPC sta 
AT ad AC, come MP a PC, cioè la tangente dell ’ 
arco AM al raggio , come il seno dello slesso arco 
al suo coseno . Ed essendo parimente CT a CA , 
come CM a CP ; starà la segante di un arco al 
raggio , come il raggio al coseno . Finalmente per 
la somiglianza de’ triangoli CAT , CDS , dee sia- 
te TA ad AC., come CD a DS , cioè il raggio 
dee esser medio proporiioiMtla tra la tangente , e 
la cotangente di un arco . 

Laonde indicando per <p un qualunque arco , si 
avrà , traducendo iu linguaggio algebrico le li# 



10 


Ele mesti 
proporzioni quassù indicale , c poi prendendo i 
valori di tang.ip , seg.<f>,ec. , e dinotando per R 
il raggio 


tang.cp 


R. c en.<f> 

COS.lf) 


seg <J> 


b- 

CUS.<f> 


col <f> 


R- 

lang.?> 


ros. <p 
II. sen. ; 


il clic dinoia che la cotangente di un arco sia in 
versamente come la tangente del o stesso , 

18. Scol. a. Siccome la grandezza di un angolo 
non può eccedere i ;8o° •, perciò i limili delle li- 
nee trigonometriche sono stati da’ Trigouometri 
fissali a o° , e i8o° . Or è egli chiaro , che co- 
minciando a coniar gli archi dall’ estremo A 
del semicerchio ADII , e verso 1 ' altro estremo 
B , un arco o° debba avere per seno, per tangen- 
te , c per senoverso anche o ; ma che abbia poi 
per coseno , e per segante il raggio . E ciò può 
rilevarsi dalle addotte definizioni . A propor- 
zione che il punto M , eh’ è 1 ’ altro estremo 
dell’arco AM si discosta da A , le linee trigo- 
nometriche di quell’ arco , cioè il seno MI? , la 
tangente AT , la segante CT, ~ec, sono espres- 
se in grandezze finite , e vanno successivamente 
crescendo fino alla metà del quadrante , cioè fino 
a 45°; mentre al contrario decrescono continua- 
mente il coseno CP , la cotangente DS , c la co- 
segante CS . Segnando il punto M i 4 ^°? l* uee 
trigonometriche dell’ arco AM , e quelle del suo 
complemento DIM si fanno tra loro uguali : ed e 
anche chiaro clic essendo CP=PM , sia pure CA 
— AT ; cioè, che la tangente , e la cotangente delti 
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arco dì 45 °sleno quiint' il rag-g’o del cerchio . Ol- 
trepassando i! punto AI i \j'’ , poi 1 approssimarsi 
ci 13, le linee trigonometriche dell'arco AM conti- 
nuano a crescere , e decrescono quelle dell’ arco 
DM, finché divenendo l'arco AM di qo°, cioè ca- 
dendo il punto M in 1) , il seno diventa qua ut’ il 
raggio , il coseno si fa zero , la tangente , e la 
segante infinite ; poiché le AT , e CD divenendo 
par; illele non possono mai più incontrarsi . E fi- 
nalmente la cotangente diventando anche zero , 
la cosecante si fa ugnale al raggio . E siccome il 
raggio è la massima d Ile normali al diametro AB; 
perciò il seno del quadrante dicesi seno massimo , 
cd anche seno tutto ; poiché gli altri seni sono 
parti di esso . Cominciando il punto M il suo 
cammino nell’ altro arco I3B , cominciano a de- 
crescere i seni , ed a crescere i coseni : e se per 
AI si tiri MAI’ parallela ad AB, è chiaro che l’ar- 
co M’B supplemento dell’arco AA1’ sia uguale all’arco 
AM. Ala l’arco AM, e l’altro AA1* hanno lo stesso 
seno ( io ) : dunque siccome al crescere dell’ arco 
A M' deve decrescere il suo supplemento AAI , e 
divenir, per conseguenza , più grande il comple- 
mento AID di questo ; perciò ne segue clic il senti 
dell’arco AAI* decresca a proporzione, che il pun- 
to Al’ si accosta a B, e clic vada al contrario cre- 
scendo il coseno . 

Intanto essendo il coseno in generale quanto la 
differenza del raggio, c dd senoverso di uno stereo 
arco , sarà cos.ÀAi’=:ÀC — AP' , cioè = — CF , 
cioè = — CP, giacché 1’ AP’ è maggiore del raggio 
AC. Vale a dire clic un arco maggiore del <ji:a~ 
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tirante ha lo stesso coseno del suo supplemento ; md 
preso negativamente . Inoltre la tangente dell’arco 
AM', cioè la AV, come rilevasi dall’ ispezione della 
figura , essendo un quarto proporzionale in ordi- 
ne al coseno dell’ arco AM', cioè a — CP, a PA, e 

CA , sarà espressa da — —p — , e quindi anche 


negativa . E cosi pure la cotangente DS di un 

CDX— 0M'_ s 

tal arco , per essere uguale a ^ y ’ sara 

v 

pure negativa . E finalmente lo sara anche la se- 

CA 3 

gante CV, eli’ è quanto ~ ^.p n - Or paragonando 

l’ espressione della tangente dell’ arco AM con 
quella che fu esibita nel u. ij per 1’ arco AM, si 
Vedrà eh’ esse sono identiche , e solamente diver- 
se nel segno ; dal che se ne rileva , che un arco 
ed il suo supplemento hanno la stessa tangente j 
ma che questa dev' esser presa negativamente , E 
lo stesso può dirsi per la segante . 

Questa diversità di segni tra alcune linee trigono- 
metriche dell’ arco AM', e quelle del suo supple- 
mento AM, che noi abbiamo rilevata dalla natura 
stessa di tali linee, poteva anche dedursi dalla con 
trarielà della loro posizione • In fatti la CP' co- 
seno dell’ arco AM' è contrariamente posta a CP 
coseno dell’ arco supplementalc AM, e gli è ugua- 
le ; e cosi pure la AV tangente dell 1 arco AM 
è in opposizione con AT tangente dell’ arco sup- 
plemenlale AM, e gli è pure uguale ; e finalmente 
CV segante dell’ arco AM' sta opposta a CT' se» 
gante dell’arco BM*. cioè di AM supplemento di AM’, 
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Allorché il punto M , avendo percorsa 1 ' intera 
semicirconferenza ADB giugno in B , svanisce di 
«uovo il seno , come in A ; il coseno, e la segan- 
te si fanno di nuovo uguali al rarg : o , ira negati- 
vamente preso ; e la tangente divien zero : sicché 
gli accidenti degli archi o° , e i8c°, cerne in ge- 
nerale di due archi supplementali , sono §!i slessij 
ma diversi nel segno, eccetto che per lo seno. 

Si potrebbe anche continuar questa considera- 
ziono sulle linee liigononiclriche, supponendo che 
il punto M continui a scorrere nell’ altra semicir- 
conferenza BEA , ed anche che dopo di aver egli 
percorsa una , due, o più circonferenze , continui 
* tuttavia il suo molo , cioè si potrebbero valutare 
le linee trigonom» tricLc di un arco maggiore del 
semicerchio, e di un arco composto da una, o più 
circonferenze di un cerchio stesso, e da qualunque 
arco di esso 5 ma queste considerazioui sono alie- 
ne da un trattato di Trigonometria Elementare j 
ne poi, come si è detto di sopra, possono interes- 
sare affatto l 1 oggetto di questa scienza . Noi dun- 
que ci limiteremo a dare la seguente 

Tavola de’ sigisi delle principali linee trigo-: 

N0MET1UCIIE IN OLE QUARTI DI CERCHIO . 


Arco 

Seno 

Coseno 

Tang. 

0° 

+ 0 

+ R 

+ 0 

Dopo o° fino a go° 

+ 

+ 

-f* 

O 

0 

+ R 

-j- 0 

+ co 

Dopo go°fino a 180° 

+ 

— 

— 

180 0 

+ 0 

— R 

— 0 
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19. I! sono di 1111 arco , la di lui tangente , la 
segante , il coseno , la cotangente e la cosecante 
sono le lineo trigonometriche adottale da’ Geome- 
tri per la risoluzione del triangolo . 

20. Le linee trigonometriche dell’arco AM, ap- 
partengonsi eziandio all’ angolo ACM , di cui quel- 

10 11’ è misura ( 6 ) . 

21. Or le citate linee trigonometriche , non es- 
sendo in effetto delle grandezze geomctr'che, come 
par che indichino le quassù rapportale definizioni; 
ma bensì numeri , esse posson modificarsi nella 
seguente convcnevo! forma . Cioè, prendendo il 
raggio per i’ unità delle linee trigonometriche . 

Il seno dell’ arco AM è il vaio r numerico , che 
vi ticn la perpendicolare abbassata da un suo c- 
slremo sul raggio * che passi per 1' altro ; la tan- 
gente di un arco è il rapporto del seno al coseno 

di esso , cioè tang.ip = . E la segante ó 

cos.<p 

11 rapporto del faggio al coseno, cioè seg.<J> — — - — 

cos.0. 



PROPOSIZIONE III. 


TEOREMA. 

22. Le linee trigonometriche di due archi dello 
stesso minierò di gradi e minuti , presi in cerchi 
diversi , sono proporzionali ai raggi de' cerchi . 

Intorno al centro C {Jig. 1) si descrivano co" raggi 
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CB, Cb i due quadranti circolari BRÀ, bra , e poi 
si tiri il raggio CRr : è manifesto clic i due archi 
BR , br sottendendo lo stesso angolo in C , deb- 
Lano essere dello stesso numero di gradi, e minu- 
ti ( 7, ) . Ciò premesso si tirino tutte le linee 
trigortomctricbe di tali niobi ; è chiaro clic i tri- 
angoli CRN, Crn sono simili tra loro; e che per- 
ciò le RN , in , e le CIV , C/t sono proporzionali 
ai raggi CB , cb ; ed essendo CB ; C b ;; CA T : Cn; 
sarà permutando , dividendo , e di nuovo permu- 
tando BA ; In ; : CB ; C b . Essendo poi simili 
gli altri triangoli CBI>, Cbd , slaBD ; BC ;; bd :b C. 
Si è dunque dimostrato che le linee trigonometri- 
che dell’ arco BR , e quelle dell’ altro br sono 
proporzionali a' raggi CB , C b . C.B.D. 

5*3- Coi:, i Quindi quel numero ch'esprime le linee 
trigonometriche in un dato cerchio , per un arco 
determinato, e pel raggio diviso in un dato numero 
di parti , rappresenterà anche le lince trigonome- 
triche di un arco dello stesso numero di gradi iti 
un altro cerchio; purché il raggio si supponga diviso 
similmente. E se i raggi di due cerchi sien rappre- 
sentali da numeri diversi; le linee trigonometriche 
corrispondenti a due archi dello stesso numero di 
gradi , presi in essi , dovranno esser dinotate da 
numeri proporzionali a» quelli esprimenti i raggi . , 
•x\. Cor. 9.. Adunque non si cambierà nulla al va- 
lor delle linee trigonometriche di un arco in parti 
del raggio, se questo si supponga =i. Ed una tal 
supposizione è stata adottala da luti’ i Trigono- 
metri , perché la pili semplice , c la più comoda . 
so. Dcf il. Canone trigonometrico è una tavola, 
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ove .1 ciascun arco minore del quadrante , ed e- 
>i«resso ne' suoi gradi , e minuti, ascrivonsi i va- 
i 'ii numerici delle linee trigonometriche, clic gli 
appartengono , presoci per unità- il raggio . Un 
tal registro di linee trigonometriche , dicesi vol- 
* gannente Tavola de' seni. 

rd>. Cor. Dividendosi ogni grado in 6o° il qua- 
drante, eli' è di go° , sarà di 54oo', Laonde saran 
pure ò {oo quegli archi minori del quadrante, che 
aalan successivamente crescendo di un minuto. 

Nella tavola de’ seni il primo arco , cui appon- 
gonsi le sue linee trigonometriche , è di i' . 11 
secondo è di 2 ; e cosi successivamente per 54oo 
termini , 1’ ultimo de’ quali è di j)o° . E per evi- 
tare i fratti nel computo di ciascuna linea trigo- 
nometrica , il raggio, eh’ crasi preso per l’uni- 
tà , s‘ intende diviso in 10,000,000 , o più parli 
decimali . E ciascuna di dette linee vedrassi e- 
s pressa nel solo numeratore di un fratto decima- 
le , cui si sottintende il denominatore 10000000. 

'’-j.Scol. 21 canone trigonometrico riducesi a ri- 
; 1 \ ere il seguente generai problema. Dato il rap- 
ii >no numerico di un arco al quadrante , ritrovare 
il rapporto , che serbi al raggio , ciascuna linea 
t. : fonometrica di esso arco . 

La costruzione di questo, canone , che può ese- 
guirsi per più vie analitiche , e sintetiche , sarà 
quaggiù rapportata colla più agevol geometrica con- 
1 .ita. Esso suol distinguersi in lineare, o naturale 5 
<ii artificiale , o logaritmico . 11 lineare è ì! già 

di -ti ulto . E ’1 logaritmico esibisce i logaritmi vol- 
gisi li die linee trigonometriche, come nelle co- 
niai!: tavole de’ seni si osserva . 
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DELLA COSTRUZIONE DEL CANONE 
LINEARE 


PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

28. Se son date l'csprcssioni numeriche di due 
luti di un triangolo rettangolo , sarà anche data 
quella del rimanente luto , E ciò soveiUe ottiensè 
per approssimazione . 

Cas. 1. Suppongaci dati i valori de' cateti RN, 
ed NC (fig-b) del triangolo RNC rettangolo in R; 
sarà la somma de’ quadrati di questi due valori, o di 
questi due numeri, uguale al quadrato di quel nu- 
mero , che n’ esprimerebbe l’ipotcnusa RC . Dun- 
que la radice quadrata della somma dell’ espres- 
sioni de’ due cateti- NR , NC sarà 1 ’ espressione 
dell’ ipotenusa RC . Che se la retta RC sia in- 
commensurabile alle IIN , NC , come il più delle 
volle avviene , 1’ anzidetta radice non potrà aver- 
si esattamente , ma per approssimazione 5 e tal ne 
sarà il valore dell' ipotenusa RC . 

Cas. 2. Se diasi di espressione l’ ipotenusa CR, 
e ’l cateto NR , 1 ' altro caLcto NC sarà espresso 
dalla radice della differenza del quadrato dell’ ipo- 
tcnusa Cll , e di quello del cateto RN . Lo che 
si dimostra come nel precedente caso . C. 13 . D. 

2 
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PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

2 f). Tl coseno d'un qualunque arco è la radice 
della differenza del quadrato del raggio , e ilei 
quadrato del seno di esso arco . 

L’arco (fg 4) RB lieti per seno il valor numerico 
della perpendicolare RN calala dal suo estremo R 
sul raggio CB , clic passa per 1' altro estremo B . 
E lo stesso arco Ita per coseno il valore numeri- 
co della RM , o della sua uguale AC. Di più il 
raggio trigonometrico RC si è posto uguale ad i. 
Dunque dalle date espressioni dell’ipotcnusa RC, 
e del cateto 11N del triangolo rettangolo RNC , 
che sono il raggio, e ’I seno dell’arco RB, si avrà, 
per lo teorema precedente, il valore dell’altro ca- 
teto CN , cioè del coseno dell’ arco RB , ed ci 
Sarà la radice della differenza de’ quadrati del 
raggio , c del seno di esso arco . C. B. D. 

3o. Cor. ì. Suppongasi esser l’arco RB di 
3o° : il suo complemento RA ne avrà Go° . Ed 
essendo uguale al raggio la corda RA di questo 
arco, di’ è la sesta parte della periferia (c. i5. IV.)} 
i due triangoli RMC, RIMA, che lian le condizioni 
della aG. EI. I. , avran pure uguali i lati CM , ed 
AIA . Onde dovrà esser la retta CM , o la sua 
uguale RN metà del raggio CA . 

di. Cor. ?.. Dunque il seno dell’ arco di 3o° è 
la metà del raggio . Sicché ponendo uguale all’ u- 
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nità cotesto raggio, sarà sen. 3o° = i . E ’1 co- 
seno di 3o°, cìi' è uguale a V(i — i) , sarà ~\'ò . 

PROPOSIZIONE VI. 

3t*. Il seno della metà di un arco è la metà 
della radice della somma de' quadrati del seno , e 
del senoverso di esso arco . 

Sia REB un arco (Jig {), RN il suo seno, ed RB 
la sua sottesa. Dal centro C si abbassi la CE per- 
pendicolare alla RB . Ella dovrà bisegare sì 1’ ar- 
co RE B , clic la sua corda . Oude la RD dovrà 
esser seno dell’ arco RE metà di REB ; ma la 
RB è la radice de 1 due quadrali di RN , e di NB 
presi insieme . Dunque la RD , di' è il seno dell’ 
arco RE , sarà la metà della radice de’ due qua- 
drati di RN , e di NB , 1’ uno fatto dal seno dall’ 
intero arco , e l’altro dal di lui senoverso. C.B.D., 

PROPOSIZIONE VII. 

teorema. 

33. Il seno della somma di due archi è quan- 
to la somma de' due prodotti , che si hanno molti- 
plicando il seno dell' uno per lo coseno dell' altro j 
posto però il raggio :rr i . 

E il seno della differenza di essi archi è quan- 
to la differenza positiva di que' prodotti stessi . 

Sieno BE, ER gli ardii proposti (Jig. 5), i cui se- 
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ni sieno EH, RD, c CII, CD i coseni : sia poi RS 
il seno della loro somma, cioè dell’arco REB, PQ 
il seno della differenza di essi, cioè dell’ arco PB. 

Si compia la figura come si vede . Ed essendo 
simili i triangoli CETI, CDG sla CE:EII " CD-.DG 
cioè ( chiamando <f>, e 9 gli archi 13E, Eli , e di- 
notando per i il raggio CE , come suoi farsi ) 
x : sen <f> cos.9 : DG = sen ^.eos.G. Similmente 
per gli altri triangoli simili 11DF , CEH sta 
CE : Cli II HI) : llF, cioè i : cos.ip ” sen . 9 : RF. 
E sarà quindi 11F scn.9.cos.<ì> . Laonde la RN, 
cioè sen.(<p^-9) , essendo = IN l'-f-FR , o sia a 
GD+F 11, sarà quanto sen ^>.cos.0-j-sen.9.cos,ip . 

Or per essere RD — DP è anche RF = l'S : 
che perciò PQ , cioè sen.(^> — 9) , eh’ è quanto 
DG — FR , sarà tignale a seu.p.cos.G — sen.G.cos.^i .. 
Cioè il seno della somma di due archi ec. C.B.D. 

dj. Cor. ì. Se i due archi RE , e RE sieno u- 
guali , e con ciò ugnali i loro setti, ed i loro cose- 
ni rispettivamente ; la RN seno della somma di 
essi archi sarà (j£pphi di una di quelle due quarte 
proporzionali . Ed in tal caso si rileverà esserne 
IL raggio al coseno doppio di un arco , cosi il 
seno di esso arco al seno del suo doppio . 

dò. Cor a. E se 1’ arco EB sia di Go° , il suo 
coseno CII sarà — — EC (di ) } e quindi essendo 
CE : CII 11D : RF , sarà anche RD doppia di 
RF , e perciò ugnale ad US. Laonde la RN, eli’ è 
seno della somma degli archi BE , ER , essendo 
uguale ad NS+SR , sarà quanto PQ-f-RD . Ma 
P< ) è uguale al seno di BE — EP, o sia di BE — ER. 
Adunque 
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II seno di un areo maggiore di (>o° è quanto' la 
somma di due seni , uno dell' eccesso dell' arco pro- 
posto su quello di (io 0 , e l' altro della differenza 
tra l' arco ili. Gu° e l' ecc sso poc' anzi detto . 

Cioè sen.6i° = sen 5c)° -f- sen.i° 
sen.6a° = sen. 53° -J- sen. 2 0 
tc. 

36. Scol. (ìli stessi triangoli simili EOI, DCG dan- 
ro anche la seguente analogia CE : (ili tì CD: CG, 
cioè i : cos.<(> ;; eos.0 : CG == cos. cos.0 : Ed 

è poi per gli altri triangoli anche simili CEII T 
RDF , CE : EH :: RD : DF , cioè 1 : sen.p ;; 
sen.0 : DF = sen.ip. scn.0 . Laonde CN , eh’ è 
uguale a CG — GN = CG — DF , sarà quanto 
cos .p. cos.0 — sen.<f>. sen.0 ; e CQ , eli’ è quanto 
CG -f- GQ, cioè CG -j- GN, per essere GQ = GN, 
siccome è RD = DR , sarà uguale a cos ^ 1 . cos. 9 
+ sen.ip.sen.9. Ma CN è lo stesso che cos.(*-|-0), 
e CQ è quanto cos .{p — 0) . Laonde sarà 

cos.(4>-f-6) =s cos.^.cos.0 — sen.0. sen . p 
e cos. (tp — 0) = cos p. cos.0 -J- scn.0.scn.^> 

Cioè il coseno della somma di due archi è quan- 
to il prodotto de' coseni di essi archi , meno l' al- 
tro de' loro seni : ed il coseno della differenza di 
due archi pareggia la somma de' prodotti poc' an- 
zi indicati . 

Inoltre essendo 

sen (<f)-j-0) = sen . p cos.0 -f- scn.0. cos p 
e cos .(p-}-9) =: cos. p. cos.0 — sen.0. sen. 

, sen.(A-4-0) sen. *. cos.0 4- sen, 0. cos. A 

sarà 7 --f = ' -- - 

cos.(^>-j-0) cos.<p .cus.0 — sen. 0. sen. (p 

•e dividendo il numeratore , e denominatore ili ■ 


/ 
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quest’ ultimo fratto per cosip.cos.9 , si avrà 


sen.((f>-|- 6 ) 

cos.(f-f-9j 


sen £> si n 9 
COS.lf) ' COS 9 


, sen <b sen 

— 

cos ,<p cos 


e quindi sostituendo invece del seno diviso per lo co- 
seno, la tangente dell’arco corrispondente ( 17 ), si avrà 

tang.(f+9) = , «a»g <P + tang.9 
1 — tang.f Xtang.9 


E similmente si sarebbe potuto rilevare esser 
tang.(*- 8 )= tang.fr-tang.g _ 

1 -f tang.$)Xtang .9 

Cioè la tangente della somma di due archi è quan- 
to la somma delle tangenti di essi , divisa pel rag- 
gio minorato del prodotto delle stesse tangenti . E 
la tangente della loro differenza è quanto la dif- 
ferenza di quelle tangenti , divisa pel raggio accre- 
sciuto del prodotto di esse . 

E queste cose sono state qui rapportale, a sol* 
.oggetto di render completa la teoria stabilita nel- 
la Proposizione , della quale abbisognavamo per 
la costruzione del Canone . 


PROPOSIZIONE Vili. 

teorema. 

» 

37 . Se i tre archi BP, BE , BR sieno in proporzione 
aritmetica , sarà il raggio al doppio coseno dell'arco 
medio BE, come il seno della diff rema di questi aj- 
chi alla. diff e rema, de' seni degli archi estremili P } ER- 
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Qui sopra si è dimostralo essere CE a CII , 
come DR ad RF (33) . Dunque duplicando i con- 
seguenti avremo CE alla dupla CH , come RD ad 
RS ; e queste rette corrispondono alle lince tri- 
gonometriche disegnale nell' enunciazione . Dun- 
que cc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE IX. 

teorema. 

3g*Ae gli archi AB , AC , AD , AE , ec. che 
ubb’uno uh cotfiune estremo A siano nella ragione 
de ’ numeri i,2.3,{,ec\ ; la corda di ciascun arco 
starà alla somma delle corde di quegli archi in 
mezzo ai ijitali quello si ritrova , per esempio AC 
ad AB-^AD , nella costante ragione del raggio al 
doppio coseno della metà della differenza degli 
archi . 

Si congiungap le corde BC , e CD (fg 6); poi si 
faccia l’ angolo AC1I uguale all’altro ABC : ed 
indi 1’ altra corda AD si prolunghi , fintanto 
e ie incontri in H la CII . Saranno equiangoli ì 
due triangoli ABC, ACH ; come quelli , che hanno 
ugu ali si gli angoli ABC, ACH, che gli altri BAC, . 
CAII , perchè insistenti sugli archi uguali BC , 
CD . Onde sarà AB a BC , come AC a CII : e 
quindi AC uguale a CII , come è AB uguale a 
BC . Inoltre il triangolo BAC è uguale e simile 
all’ altro CDII, pe r aver essi le condizioni della 26 
El. I. , cioè 1’ angolo ABC uguale all’ altro CDHj 
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poiché ciascuno di essi unito all’ angolo CD A fa 
due retti (i 3 . 1, e 22. III. ) : e 1 ’ angolo BAC si è 
mostrato uguale a CHD, e ’1 lato AC all’altro GII. 
Dunque sarà AB uguale a DII . Ed essendo , per 
la similitudine de’ triangoli ABC , AGII, AB ad 
AG, come AC ad AH ; sarà AB ad AC, come AC 
ad AD-f-AB . Ma la prima di queste ' due ra- 
gioni ( 34 ) è quanto quella del raggio al doppio 
coseno della metà dell’ arco AB : dunque a que- 
sta ragione dovrà essere uguale quella della corda 
media AC alla somma delle estreme AD , AB . 
E se facciasi 1 ’ angolo ADK uguale ad ACH , o 
ad ABC , si dimostrerà , come qui sopra , essere 
l’ angolo DEK uguale ad ACD , ed il triangolo 
ADK simile ad ACH , o ad ABC. Laande si con- 
chiuderà esser pure AD: AC+AE , come il raggio 
al doppio coseno della metà di AB . C.B D. 

3 <). Cor. 1. Pongasi il raggio trigonometrico ugua- 
le all’ unità ; e si chiami <f> la metà dell’ arco AB; 
sarà 1 : 2cos<f> -|AC : --AB 4- JAD , prenden- 
do la metà de 1 termini della seconda ragione . E 
così più appresso dovrà essere 1 : acos <p : : jAD: 
f AC 4- fAE . 

40. Cor. 2. Ma £AB è uguale al seno dell’arco 
■jAB (p.6.) . E cosi pure -j-AC è seno dell’ar- 
• co -|AC . Dunque sarà 

1 : acos.^> 1: sen.J-AC : sen.~AB -f- sen. JAD 
ed 1 : 2cos.$> ;; sen.-*~AD : sen.-* AC -J- sen.^AE. 
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PROPOSIZIONE X. 

PROBLEMA. 

4 *• Ritrovare il seno dell' arco di i' , 

I poligoni regolari di i6384 lati iscritto , e cir- 
scritto ad un cerchio del raggio 1 , con un appros- 
simazione portata fino a i5 cifre decimali , sono 
rispettivamente espressi da 3 , i4»5925j05868Go , e 
3,i4i5g2(x)2c()i258 , come può rilevarsi nella ma- 
niera prescritta nelle Propp.i e 2 della Misura del 
cerchio. Ciò posto, se si deteimini la perpendi- 
colare , che dal centro del cerchio cade su di un 
Iato del poligono iscritto , facendo come il poli- 
gono circoscritto all’ iscritto , così il quadrato del 
raggio al quadralo di -questa perpendicolare, ed 
estraendo da un tal quarto proporzionale la radi- 
ce quadrata , si avrà in tal modo la doppia al- 
tezza di quel rettangolo , che pareggia questo po- 
ligono , e la cui Lase è il perimetro di esso : che 
perciò un tal perimetro potrà determinarsi , ed 
esso sarà espresso da 6,283 i 852^88374 2 5 . In 
simil guisa si determinerà il perimetro del poligo- 
no circoscritto, che è 6,283 i85384i 8256 : laonde 
dividendo ciascun di questi due numeri per i638{, 
numero de’ lati dì ciascuno di tali poligoni , i 
quoti o,ooo383495 1 , e o,ooo3834952 , i quali non 
dilferisconsi , che nella ioroa*cifra decimale sola- 
mente , rappresenteranno due lati di essi . Adun- 
que 1’ arco di cerchio eh" è sotteso da un lato del 
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poligono di i6384 lati difieriscesi dalla sua corda 

per meno che del raggio} e per con. 

xoooooooooo 

seguenza un tal arco , e la sua corda , con un’ap- 
prossimazione assai più che sufficiente per gli ordi- t 
uarj usi trigonometrici, potranno prendersi per ti- 
gnali. Ma quest'arco è precisamente di 
3j""'3o""", come può vedersi dividendo la circonfe- 
renza, e quindi i 3Go° per metà, tante volle, quante 
se ne richiede per pervenire a x6384 parti , cioè 
l4volle ( p. 1 mis, del ceri). Dunque con più ragione 
potrà supporsi che si confonda colla corda conici'” 
mine l'arco di x‘: e perciò potrà stabilirsi la scguen- 
te propoi’zione , X arco ili ì 19O D jj io a 
quello di x*, come la corda di quello alla corda di 
questo , cioè come o,ooo38349oi ad x , che sarà la 
corda dell’ arco di 1', della quale presane la metà, 
si avrà il seno dell’ arco di mezzo minuto ; e da 
questo se ne dedurrà poi quello di / (34). C.B.F. 

4 2 . Cor. Nel prendere il valore dell’arco di ì* da 
quello di mezzo minuto primo, cioè 3o", servendosi 
dell’ espressione sen. x' = 3sen.3o".cos.3o'', ( 34 ) 
è facile il vedere , che cos. 3o" sia pi'esso che ti- 
gnale al raggio , cioè ad x , e che perciò sen.x 
= a sen.3o". Vale a dire, che si può a dirittura 
prendere per seno di x' la corda di quest’ arco . 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA, 

43. Esporre co' principj precedenti l' effettiva 
formazione del canone trigonometrico . 
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Per la prop. prec. può ritrovarsi il valore »u- * 
merico di sen. 1' . E si saprà , per lo Corol. 1 . 
Prop. g, il seno del suo doppio , cioè si saprà 
Lemuche sen.*/ . 

Inoltre per la Prop. 5 . si renderà noto cos. x'. 
E ’l raggio trigonometrico si ponga =1 ; sarà per 
lo Cor. 2. della Prop. 9. 

1 : 3cos.i' ” sen. 2' : scn.i' -j- sen. 3 ’ . 

E quindi avrassi 

sen. 3 ' = acos. i'sen.2' — sen. i' . 

E da simil principio discendendo avremo i se- 
guenti seni , con impiegarvi la sola moltiplica di 
.aritmetica , e la sottrazione , cioè : 
seti . 4 = 2cos. i^.sen. 3 * — sen. 2' 
sen. 5 ' = 2cos. x'.sen.4' — sen 2'. 
sen. 6 ' = tìcos.i .sen. 5 ' — sen.4 7 . 

Questa operazione , die potrèLbe estendersi in- 
sino all’arco di go° , cioè effettuandola per 5 ,foo 
archi , che vaelan successivamente crescendo di V, 
si ari’esta all’ arco di 6o°. E poi per lo Corol. 2. 
Prop. 7. , e con più agevol calcolo si rinverranno 
sen. ( 5 o 0 -(-l , ) = sen.(59°-f-5g' ) -j- sen.]'. 
sen. (6o°-j-2') = sen.(59°-j-5b' ) -j- sen.2 1 . 


sen.6x° = sen. 59° -f- sen.i 0 
sen.62 0 == sen. 58 ° -f- sen. 2 0 
scn. 63 ° = sen. 57° -f sen. 3 ° 
ec. 

Ritrovati i seni degli archi di un quadi’ante , i 
spiali si sogliono distribuire in due colonne ver- 
ticali, una contenente i seni fino a 45 °; e 1’ altra, 
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che comprende i coseni di questi archi , cioè i se- 
ni da ^ 9 °-|- 5 y' a 4^° ? se Iie polran calcolare le 
loro tangenti , e seganti , colle analogie dello Sco- 
lio ii°. 1 n. Ed ecco esposto il modo da costrui- 
re con sole operazioni della volgare aritmetica il 
canone lineare . 

4 4 . Scol. Siccome nell’uso ordinario di questo 
canone per la risoluzione de’ triangoli , imbaraz- 
zerebbero non poco le lunghissime moltipliche , e 
divisioni , che convien fare ; perciò i trigonomelri 
Jpm pensato di aggiuguere al 'canone lineare i lo- 
garitmi corrispondenti a’ numeri in esso contenu- 
ti ; vale a dire hanno stabilita un’ altra specie di 
canone , che dicesi logaritmico , e eh’ è quello di 
cui si fa uso . Ed in alcune Tavole si trova a di- 
rittura rapportato il solo canone logaritmico, tra- 
scurandosi il lineare come inutile . Intanto sa- 
rebbe assolutamente superfluo il dir qui qualche 
cosa circa il canone logaritmico ; poiché questo 
trovasi a sufficienza spiegato nel principio delle 
ordinarie Tavole de' seni , ed è facilissimo 1’ in- 
tenderlo a chi non ignora 1’ ordinaria teoria de’ 
logaritmi volgari . 
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PARTE II. 




PRINCIPI PER LA RISOLUZIONE 
DE’ TRIANGOLI. 


PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

45. Tu ogni triangolo rettangolo V ipotenusa 
sta a ciascun lato , come il raggio trigonometrico 
al seno dell' angolo opposto ad un tal lato . 

Imperocché se descrivasi col centro A (fig- 7 ) 
intervallo AB 1' arco circolare 13D , è chiaro che 
il cateto BC sia seno dell’ arco BD , o sia dell’ 
angolo BAC : e quindi dovrà stare 
BA : BC 1 : scn.CBA 
E similmente si dimostrerebbe che sta 

BA : AC 1 : sen.BCA. j 

46. Cor. Adunque starà pure 

BC : CA ;; sen.BAC : sen.CBA . ! 

PROPOSIZIONE XIII. 

T E O R E MA. 

47 • la ogni triangolo rettangolo un lato sta 
all' altro , come il raggio trigonometrico alla tan~ 
gente dell ’ angolo ad esso opposto . 
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Ad un lato sta all' ipotenusa , come il raggio 
trigonometrico alia segante dell' angolo adjacenle . 

Poiché se descrivasi col centro A intervallo AC 
]’ arco circolare CE , è chiaro clic CB dinoti la 

tangente deli’ arco CE , e quindi dell’ angolo in 

A , e che AB rappresenti la segante di quell’ ar- 
co*, o di quest’ angolo . Laonde dovrà stare 
AC : CB ” 1 : tang.A , 

AC : AB i : seg.A . 

e queste sono le due analogie proposte nel pre- 
sente Teor. C.B.IT. 

PROPOSIZIONE XIV. 

teorema. 

48. In ogni triangolo i lati sono come i seni de- 
gli angoli ad essi opposti . 

Dal vertice A (fig&) di uno degli angoli del trian- 
golo ABC si abitassi sul lato opposto la perpendicolare 
AD, si avrà nel triangolo rettangolo BAD,BA:AD” 
1 : sen. B ( 4-> ) , e quindi AD =: BA X sen.B. 
E similmente si ricaverà dal triangolo CAD esser 
AD = CA X sen. C . Laonde dovrà risultarne 
BA X sen.B z= CA X sen.C : e quindi consideran- 
do i seni come linee rette si vedrà esser (i/f« VI.) 

CA : BA ” sen.B : sen.C 
E nel modo stesso abbassando da B la perpendi- 
colare sul lato AC si dimostrerà che sia 
BA : BC :: sen.C : sen. A. 
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Quindi , per egualità , se uè concliiuderà anche 
CA : 13G ;; sen.B : sen.A 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA, 

4g. In ogni triangolo il massimo lato sta alla 
Somma degli altri due , come la differenza di que- 
sti alla differenza de' segmenti del massimo lato . 

Col centro A (fig-cj) intervallo il minimo lato AB 
si descriva il cerchio B/>FO, che seghi gli altri due 
Jali BC, CA in b, ed F: c poi la CA si protragga 
sino al cerchio in'O. Sarà CO uguale a CA-J-BA, 
e CF uguale a CA — BA . Ed essendo C b uguale 
a CD — Dà, sarà uguale a CD — DA', 

Ciò premesso, per la natura del cerchio, il ret- 
tangolo OCF è uguale all’altro BC b. Dunque sarà 
CB : CO :: CF : C b, cioè CB : CA+AB 
CA— AB : CD— DB. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

5o. In ogni triangolo la somma de' lati è alla 
loro differenza, come la tangente delta semi somma 
degli angoli alla base alla tangente della semi- 
differenza di essi , 

Si circoscriva al triangolo ACB (Jìg. io) il cerchio,. 
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c dal contro O di questo si tirino i raggi OG> , 
OF perpendicolari ai lati AC , AD , e congiunto 
1’ altro raggio OA , gli si abbassino dai punti 
G , F le perpendicolari GL, FH , ebe sono i se- 
ni degli angoli GOA , AOF , cioè D, e C ; final- 
mente si unisca la GF , e gli si abbassi dal cen- 
tro O la perpendicolare OM . E poiché l 1 an- 
golo GOA è uguale a CBA , e 1’ angolo AOF a 
BCA 5 quindi sarà 1’ angolo GOF quanto la som- 
ma degli angoli B , c C , e perciò 1’ angolo GOM, 
eh' è metà dell’ angolo GOF sarà la semisomma 
degli angoli II , c C . Di più essendo 1' angolo 
GOK =: GOM-j-MOK sarà esso uguale ad FOM 
-j- MOK , cioè = FOK -j- aKOAI ^ e perciò 
GOK — KOF = 2 KOM : quindi KOM sarà la se- 
midiffereuza degli angoli GOK, KOF ossia B, e C. 

Or essendo simili i triangoli GKL , FKH sta 
GK : KF GL : FH , cioè ;; AC : AB (48) , 
e componendo sarà GF ^ FK H CA-j-AB : AB , 
e poi dividendo , ed invertendo si avrà FK : GK 

— KF I ", AB : AC — AB . Laonde , per equa- 

lità, dovrà stare GF-.GK — KF CA-j-AB : CA 

— AB . Ma , presa MN = MK , GN sarà ugua- 
le a KF , e GK — KF è quanto GK — GN 
cioè NK ; adunque sarà CA-f-AB : CA — AB 
Gl' : NK , o pure JJ GM : MK . Quindi, sic- 
come preso OM per raggio , le MG ,• MK rap- 
presentano le tangenti degli angoli MOG , MOK r 
cioè i(B-j-C) ed -i(B — C ( 47 ) ; perciò si avrà 

CA-J-AB: CA — AB tang. — ; tang. * 

Cioè la somma de’ lati è alla lor differeuza ec.C.lhD. 
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RISOLUZIONE DE’ TRIANGOLI. 

5 i In ogni triangolo, dati due angoli c anche dolo 
il terzo , eh è il supplemento a due retli della 
somma de’ due dati ; e perciò nel triangolo ret- 
tangolo , s’ è dato uno degli angoli acuti ,.sarà da- 
to anche Tallio. I)i più in questo triangolo, se 
sono dati due lati, si conoscerà il terzo per mezzo 
della Prop. f \. , c senza operazioni trigonometriche 

PROPOSIZIONE XIV. 

PROBLEMA. 

5a. In un triangolo rettangolo dato uno de * 
lati , ed un' altra delle sue parti ad arbitrio ; de- 
terminare le rimanenti parti . 

Caso i. 

Sien dati i cateti AC , CB ( fig . 7 ) . Per deter- 
minare T angolo in A , si faccia 

AC : CB ” R : tang. A ( 47 ) 

Si farà nota la tangente dell’angolo A 5 e quin- 
di un tal angolo apparirà dalle tavole . 

Caso 11. 

Che se diasi il cateto AC , e T ipotenusa AB , 
Si troverà P angolo in B facendo 

AB : AC :: R : sen. B (45) 
donde si farà anche noto quello in Aj e si sarehhe 
trovato direttamente questo per mezzo della seguen- 
te analogia 

AC : AB :: R : seg. A ( 47 ) 

3 
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Caso ih. 

E dandosi il cateto AC , ed uno degli nugoli 
acuti , e perciò anche 1’ altro . Per determinare 
P altro cateto BC , Bisognerà fare 

Il : tang.A ” AC : CB ({ 7 ) 

<D pure sen.B : sen.A X AC : CB (45) 

Ala la prima analogia è da preferirsi alla secon- 
da ; poiché il primo termine R di quella è = 1 . 

E volendo 1’ ipotenusa AB , converrebbe fare 
R : seg.A ;; AC : AB ( 47 ) 

© pure sen.B : R :: AC : AB (45) 

Caso iv. 

Finalmente dandosi l’ ipotenusa AB , ed uno 
degli angoli alla base , e quindi 1 ' altro : se si vo- 
glia il cateto AC , si dovrà fare 

R : sen. B :: AB : AC (45) 

E poiché non vi resta altra combinazione a fa- 
re ; perciò si sarà completamente risoluto il Pro- 
blema proposto . C. B. F. 

PROPOSIZIONE XV. 

PROBLEMA. 

53. In un triangolo ohbliqu angolo, date tre delle, 

! tue parti , compresovi sempre uno de' lati j deter* 
minare le rimanenti parti . 

Caso r. 

Sieno dati in primo luogo gli angoli in A , B 
[fig. 8 ) , e quindi 1’ altro in C , ed il lato AB 5 e 
gì cerchino gli altri due lati BC , AC . 

J 
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Sì faccia scn. C : sen. A : : BA : BC (48) 

e similmente sen. C : sen. B : : BA : AC (48) 
si avranno in lai modo i Iati BC , AC . 

Caso ii. 

Che se diansi i lati AB , AC e 1’ angolo C oppo- 
to ad uno di essi lati AB ; si troverà 1’ angolo 
in B opposto all’ altro lato AC facendo 

AB : AC : : sen. C : sen. B (48) 

Quindi sen. B si farà noto ; e dalle tavole appa- 
rirà 1’ angolo B , per conseguenza quello in A , e 
finalmente il terzo lato BC (Cas.i.) 

È però da avvertirsi per questo secondo Caso , 
che se mai 1 ’ angolo dato è opposto al lato mag- 
giore , allora 1 ’ angolo opposto all’ altro lato dato 
dovrà essere necessariamente acuto ; poiché dev’ 
essere minore del dato ( 14 .V.) , e quindi acu- 
to y quando anche quello sia ottuso ; mentre un 
triangolo non può, avere due angoli ottusi , o uno 
ottuso, e 1’ altro retto . Che se poi 1’ angolo dato 
è opposto al lato minore , coni’ è nella fig. 9 , 
in cui 1’ angolo dato C sta opposto al lato BA 
minore di AC ; allora la specie dell’ angolo op- 
posto al lato AC sarà dubbia , cioè potrà esso 
essere acuto , o ottuso . In fatti descrivendosi 
col centro A intervallo il lato minore AB il cer- 
chio BOF ; questo dovrà segare il lato BC in b , 
e congiunta la Ab avrà gli stessi dati sì il trian- 
golo ABC , che 1’ altro AbC ; per conseguenza si 
sarà in duLhio se si risolva 1 ’ uno , o 1 ' altro , a 
meno che le circostanze della quistionc. non tol- 
gano 1’ incertezza . 



Caso xii. 

E se sicn ciati i due lati 15 A , AC (fg-io) e 
1’ angolo in A da essi compreso ; si troverà cia- 
scuno degli angoli alla Lase facendo 

B-fC B— C „ 

AC-f-AB-.CA — AB :: tang. — ^ — •: tang. — — (5o) 

Si avrà in tal modo la tangente dell’ angolo, eli’ è 
semi differenza degli angoli B, C, e quindi un tal 
angolo si farà noto dalle tavole : e perciò se esso 
si aggiunga alla metà della somma degli angoli B, 
C si avr i 1’ angolo maggiore B , se se ne tolga si 
avrà il minore C (*) . 

Caso iv. 

Finalmente se sien dati i tre lati BC , CA , AB 
Ofe-9>, e si cerchino gli angoli . 

Si abbassi sul maggior lato BC la perpendico- 
lare AD dal vertice dell’ angolo A , che gli è op- 
posto , e poi si faccia 

BC : CA+AB :: CA— AB :CD— DB (4g) . 

Ed avuta questa differenza de’ segmenti della ba- 
se BC si aggiunga essa alla metà di tal base, a fi- 
ne di averne il maggior segmento CD , e poi se 
uè tolga per ottenere il minor di essi BD è chia- 
ro che dalla risoluzione de’ due triangoli rellan- 


(*) Che essendo AI la somma di due quantità , 
ed N la differenza loro , dinoti la mag~ 

giare, ed ~ M — N ) la minore , si può intuitivamen- 
te rilevare dal vedere , che in effetti -i(.V-J-A) -j~ 
-l 'M — -N) = M , ed al contrario che — . 

= N. 
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goli ABD , ACD , i quali hanno le condizioni del 
Cas. 1 . del Probi, prec. , si faranno noli gli an- 
goli B , C , e per conseguenza il terzo A . 

Ed ecco risoluti tutt’ i casi de' triangoli obbli- 
quangoli . C. B. F. 

5;{- 1 ristretti limiti di un Trattato elementare di 
Trigonometria non permettendomi un’estesa ap- 
plicazione de’ principi stabiliti, mi limiterò a darne 
qui un saggio nel seguente Problema , il qual 
comprende più di uno Je’ casi di risoluzione poc* 
anzi esposti . Del resto chiunque volesse spaziarsi 
nell’ applicazione della Trigonometria Rettilinea 
alla Geometria , potrà dirigersi al dotto Trattato 
di Trigonometria del Sig. Gagnoli , in dove verso 
la fine del Cap. XI. troverà molti di questi escm- 
pj ingegnosamente condotti ; e nel Cap. XIII. po- 
trà anche estesamente istruirsi nelle pratiche di 
tal T rigonomctria sul terreno . 

PROPOSIZIONE XV. 

PROBLEMA. . 

55. Dati i tre angoli piani che comprendono un 
angolo solido ; determinare l' inclinazione di que' 
piani ne' quali esistono due di essi angoli . 

L’angolo solido proposto sia quello in A (/zg-. 11 ), 
e preso in un suo lato AD il punto D ad arbitrio, 
si elevino ad untai lato , e ne’ piani DAB , DAG 
rispettivamente , le perpendicolari DB , DC : è 
chiaro che 1’ angolo BAG dinoterà 1’ inclinazione 



38 Elementi 

del piano DAB all’altro DAC ( d. 6. XI. ) , 
Si congiunga la BC , e poi si risolva ciascuno 
de’ triangoli rettangoli ADB, ADC ne’ quali è no- 
to il cateto AD, che gli è comune , ed inoltre nel 
primo di essi è noto T angolo DAB , è nell’ altro 
l’angolo DAC (Cas.3. p.i4) } si faranno note nel 
primo le BD, BA , e nel secondo le CD, CA . Ciò 
posto nel triangolo CAB vi saranno noli i due lati 
CA, AB , e 1’ angolo in A da essi compreso ; che 
perciò si farà nota la CB (Cas.3. p.i5) . E final- 
mente nel triangolo CDB essendovi noti i tre lati, 
ei determinerà l'angolo CDB (Cas. 4 . p.i5). C.B.D. 

FINE 

DELLA TR1COBOME TRIA RETTILINEI* 
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ELEMENTI 

DI TRIGONOMETRIA SFERICA 

DEFINIZIONI , E NOZIONI PRELIMINARI. 


PROPOSIZIONE I. 
teorema. 

56 . La comune sezione di un piano con una 
sfera è un cerchio. 

La sfera BAE (/?£•. ìa) sia segata dal piano ABC, sul 
quale dal centro O della sfera si abbassi la perpendi- 
colare OD; e presi ovunque nel perimetro della se- 
zione ABC i punti B, C, si uniscano le OB, OC, DB, 
DC . E poiché la OD è perpendicolare al piano 
ABC , gli angoli in D saranno retti ; e perciò i 
due triangoli rettangoli ODB , ODC avendo ugua- 
li le loro ipotenuse OC , OB , ed il cateto OD 
comune , dovranno avere anche uguali gli altri ca- 
teti DB , DC . Laonde tutti i punti del perime- 
tro della sezione ABC sono equidistanti dal pun- 
to D , eh’ è dentro di tal sezione ; quindi essa sa- 
rà un cerchio , ed il suo centro sarà D . C. B. D. 

57. Cor. 1. Il centro di ogni cerchio, che rappre- 
senta una sezione fatta in una sfera è dunque quel 
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punto in dove il piano di una tal sezione è incon- 
tralo dalla perpendicolare Rilassatali dal centro del- 
la sfera : c di più il quadrato del raggio di questo 
cerchio è quanto la differenza de’ quadrati del 
raggio della sfera , e della distanza del centro di 
essa da quello della sfera . ♦ 

58 . Cor. a. Ciò posto è manifesto, che a propor- 
zione che si minorerà la distanza del centro di 
Hn di que’ cerchi da quello della sfera , maggiore 
si farà il cerchio ; e che questo diverrà il massi- 
mo , allorché il piano che ha segata la sfera passa 
per lo centro di questa : e che perciò 

5 y. Def. x. Tutti que’ cerchi che hanno per , 
«Centro quello della sfera si dicono massimi , e si 
chiaman poi cerchi minori tutti gli altri. 

60. Cor. x. Per due punti della superficie di 
una sfera non vi passa che un solo cerchio massi- 
mo ; poiché il piano di questo dovendo passare 
anche per lo centro della sfera , viene a passare 
per tre punti dati, e perciò é determinato (2.XI). 

6x. Cor. 2. Di più due cerchi massimi intersegan- 
dosi in una retta , che passa per lo centro co- 
mune di essi , e eh’ è perciò un diametro , debbo- 
no restar divisi scambievolmente per metà , e le 
loro circonferenze si verranno ad intersegare alla 
distanza di 180° . 

62. Def. 11. Quel diametro della sfera , eh’ è 
.perpendicolare al piano di un circolo massimo, si 
dice suo ìisse : e gli estremi di un tal diametro no 
sono i poli . 

Questi punti si dicono anche poli di tutti gli 
mitri cerchi paralleli a quel circolo massimo . 


Digitized by Googl 



t» i Trigonometria. 4 1 

63. Cor. È chiaro tlall' addotta di-finizione , che 
due ccrciii massimi non possono avere un mede- 
simo polo : poiché altrimenti la congiungente mi 
tal polo col loro centro comune, sarebbe perpen- 
dicolare a line piani diversi . Di più , che se per 
i poli di un circolo massimo ne passi un altro ; 
gli archi di questo frapposti tra un de' poli, e 
la circonferenza del primo cerchio sieno di 90 0 . 

PROPOSIZIONE IL 

TEOREMA. 

64 . Il raggio di una sfera sta a quello di un suo 
cerchio minore , come il raggio trigonometrico al 
*e to dell ' arco di cerchio massimo , di' è tra la 
circonferenza del cerchio minore , ed il polo di esso. 

Sia ABC un cerchio minore , il cui polo sia E; 
6arà il suo l’aggio DB seno dell’ arco BE (i i) ; 
ma nel triangolo rettangolo EDO sta 1’ ipotenusa 
OB ,. cioè il raggio della sfera, al cateto BD , co- 
me il raggio trigonometrico al seno dell’ angolo 
BOD , o dell' arco BE ( 45 ) . Dunque ee. jC.B.D. 

65- Cor. Essendo i raggi di due cerchi cerne lo 
loro circonferenze ( se.p.H Ardi. ) , e quindi conte 
le 36om* parli di queste (i5.V.), cioè conte i loro 
gradi ; ne segue , che il grado di un cerchio mas- 
timo sta a quello di un cerchio minore , come il 
raggio trigonometrico al seno dell' arco di cerchio 
•massimo , eh' è tra il cerchio minore , ed il suo polo. 

66. Def. in. L’ angolo sferico ò la scambievole 
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inclinazione di due archi di due cerchi massimi 

sulla superficie di una sfera . 

67 . Def. iv. Triangolo sferico è poi quella por- 
zione di superficie sferica , eh' è terminala da tre 
archi di tre cerchi massimi . 

PROPOSIZIONE III. 
teorema . 

68. Se in due archi disuguali si adatti una 
Stessa corda ; t'arco più piccolo che questa tronche- 
rà dal maggior cerchio , sarà minore dell' arco più 
piccolo , che la stessa tag ierà dal cerchio minore . 

Sieno ABC , BEA (fg. i3) i due cerchi, ed AB la 
loro corda comune : e tirata per gli loro centri F, 
G la retta EeHK , si uniscano le BH , HA , BK , 
KA . Inoltre si tiri la AeL, e finalmente uniscan- 
si le Be , BL . E poiché gli angoli BeA , BKA 
fanno due retti, del pari che gli altri BLA, BUA} 
perciò quelli saranno uguali a questi . Ma 1’ an- 
golo BKA è minore dell’altro BH A; adunque l’al- 
tro angolo BeA dovrà esser maggiore di BLA ; e 
quindi il punto e dell’ arco BeA dovrà cadere al 
di sotto dell’altro arco BEA : che perciò 1’ arco 
BEA dovrà esser maggiore dell’ altro BeA. C.B.D. 

ALITER 

I due cerchi proposti AED, tEc (fg. i4) suppon- 
gaci toccare al di dentro in E; si tiri la retta EFG 
per gli loro centri, e s’intendano applicate nell’uno, 
« nell'altro cerchio le corde he uguali, BC perpeu- 


Digitized by Google 



DI TslCONOMIIUiC 43 

dicolarmente alla retta EFG, ed uguali tra loro: è 
eli iaro che se il centro F del cerchio 2 >Ec si sup- 
ponga scorrere sulla retta FE , finché il punto K. 
passi in H , cioè finché la bc coincida colla BC , 
ed i punti b, c cadano sopra gli altri B, C ; in tal 
caso I’ arco bE.c dovrà necessariamente compren- 
dere 1 ’ altro BEC , e quindi esserne maggiore . 

69, Coi\ Quindi l'arco di cerchio massimo minore 
della semicirconferenza rappresenta la minima di- 
stanza , sulla superficie della sfera , tra i due pun- 
ti pe' quali passa . Ed è per questa ragione , ed 
anche per 1’ altra, che gli archi di cerchi massimi 
sono determinati , quando è dato il raggio della 
sfera cui si appartengono , eh’ essi si prendono 
per lati de’ triangoli sferici . 

70. Scol. Che l’arco circolare AEB sia maggiore 
•dell’ altro AeB , si rileva facilmente dal principio 
1. de’ Teoremi di Archimede; ed ecco in qual modo. 

Si tirino agli archi AEB, AeB (/Sg-.t 3 ) le tangenti 
AY, A X nel punto A in dov’essi s’ in ter sega no, e 
poi si tiri la AZ,che divida comunque l’angolo YAX 
compreso da quelle tangenti ; una ta! retta non po- 
trà intersegare , che il solo arco esteriore AEB . E 
quindi chiaramente ne risulta , che si possa iscrive- 
re in questo un perimetro, che non abbia di comune 
coll’ arco AeB che i soli «stremi A , B . Ed è fa_ 
cile il vedere , che si possa anche circoscriver sem- 
pre all’ arco AeB un’ altro perimetro di cui due 
lati sien parti delle tangenti tirate per A , B , e 
che affatto interseghi quel primo . Or è chiaro 
«he essendo 1 ' arco AEB maggiore del perimetro 
MB «sso iscritto , sia anche maggiore dell’altro pe- 
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rimetro circoscritto all’arco A eB, e quindi di tal arco. 

PROPOSIZIONE IV. 
teorema. 

yi. Se in una sfera si tirino i tre cerchi massimi 
'ADR, AEB , AFB ( fig. i5. ) i quali abbiano lo 
stesso diametro AB ; gli angoli sferici in A , ed in 
B , che vengono formati dalle circonferenze di que- 
' sti cerchi , saranno proporzionali agli archi DE , 
EF dell'altro cerchio massimo , che ha per asse la 
AB , e che sono intercetti tra le circonferenze di 
qu ’ primi cerchi : cioè , sarà l ' angolo DAE all' 
altro EAF , come V arco DE all' arco EF . 

Imperocché si prenda 1' arco DC =r DE , e 
I* altro FG = DF, e s’intendano descritti , per 
gli punti C , 6 G gli altri cerchi massimi ÀCB , 
AGB : è chiaro che se il punto C passi in D , il 
punto D passerà in E , e 1’ angolo CAD comba- 
cerà all’ altro DAE \ che perciò essi saranno u- 
guali . E similmente 1’ angolo GAF sarà uguale 
all’ altro FAE . Laonde 1’ angolo CAE , e 1’ arco 
CE saranno ugualmente multiplici dell’ angolo 
DAE, e dell’arco DE ; come pure 1’ angolo EAG, 
e 1’ arco EG saranno ugualmente multiplici dell’ 
angolo EAF, e dell’ arco EF. Ma è poi vero che 
1’ angolo CAE uguaglierà , sarà maggiore , o pur 
minore dell’angolo EAG, secondo chq 1’ arco CE 
pareggerà , sarè maggiore , o minore dell’arco EG. 
Adunque dovrà stare 1’ angolo DAE all’ angolo 


Digitized by Google 



DI T n'iCOSOMETJIÀ 45 

EAF , coir.e 1 ’ arco DE all’ arco EF . C. B. D. 

72 Cor. Essendo gli archi DE, L F come gli an- 
goli DOE , EOF al centro del cerchio HOK. ; sa- 
ranno anche gli angoli sferici DAE , E =\F come 
gli angoli DOE , EOF . Ma questi angoli sono 
precisamente quelli che rappresentano 1* inclina- 
zione de’ cerchi ADB, AEB ; AEB, AFB. Laonde 
gli angoli sferici sono come gli angoli d' inclinazione 
de' piani de' cerchi, le circonferenze de' qua i com- 
prendono gli angoli sferici. E siccome se tirinsi a' 
due cerchi ADB , AEB le tangenti AL , AM nel 
punto A ; l’angolo LAM è quanto l’angolo DOE; 
quindi anche L' angolo LAM delle tangenti i lati 
di un angolo sferico DAE , nel vertice di esso , 
si può prendere per l'angolo sferico 

fi. Scol. Essendo di 36 o° 1 ’ intera circonferenza 
HEK. ; anche di 3Bo° dovranno essere lutti gli an- 
goli sferici , che si verranno a formare in A da 
quanti cerchi si vogliono . E cosi si potrà dimo- 
strare, che gli angoli sferici verticali sieno. uguali; 
che gli angoli sferici conseguenti sieno uguali a due 
retti ; ed altre cose , che per brevità tralascio . 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

<j\.Ogni lato di un triangolo sferico è minore di 180°. 

Imperocché sieno DC, DA (fig. 16) due Iati di un 
angolo sferico; è (gli chiaro, che per terminare uu 
triangolo sferico , debbono questi esser segati da 
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un terzo arco AC prima die si riuniscano di nuo- 
vo iu B , alla distanza di i 8 o° da D . Dunque ec» 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

y 5 . La somma di due lati di un triangolo sfe- 
rico è sempre maggiore del terzo , 

Poiché tirandosi da’ vertici degli angoli di im 
triangolo sferico i tre raggi al centro della sfera 
cui esso si appartiene; si verrà a formare un an- 
golo solido in cui due de’ tre angoli che Io com- 
prendono sono sempre maggiori del terzo (so. XI): 
che perciò i Iati del triangolo sferico misurando 
quegli angoli , dovranno esser tali , che due , co- 
munque presi sieno sempre maggiori del terzo . 

PROPOSIZIONE VII. 

, TEOREMA. 

76. I tre lati di un triangolo sferico presi in- 
sieme sono minori di 36 o° . 

Sia il triangolo ADC , i cui Iati DA , DC si 
prolunghino fino ad incontrarsi di nuovo in B : 
ed essendo AC minore di AB-|-BC (75), ed AB-f-BC 

3 tìo° — AD — DC ; sarà AC minore di 360® 
— AD — DC . Laonde aggiuntovi di comune 
AD 4- DC , sarà AC-f-AD 4- DC minore di 36 o° . 
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rj. Cor. Quindi si potrà sempre supporre , clie 
un triangolo sferico sia la base di un angolo so- 
lido , clic ha per vertice il centro della sfera cui 
si appartiene un tal triangolo , ed i cui angoli so- 
no misurali da’ lati di questo (75,76) . 

PROPOSIZIONE Vili. 
teorema. 

78. Se in un triangolo sferico , preso per polo 
•ciascun vertice de' suoi angoli , si descrivano tre ar- 
chi di cerchi massimi 5 questi incontrandosi forme- 
ranno un altro triangolo sferico , * cui lati , e gli 
angoli saranno supplementi degli angoli , e de' 
lati del proposto . 

P. 1. Imperocché essendosi descritto col polo A 
Xfg. 17) 1 ’ arco DE , è chiaro che il punto E sarà 
(listante per <)o° dall’ altro A; ma col polo B si è 
descritto P altro arco ! E , che perciò E è anche 
a 90° di distanza da B : adunque il punto E sarà 
polo dell’ arco AB , E così pure si dimostra , che 
D sia polo di AC, ed F di BC. Ciò posto si pro- 
lunghi l’arco AB in G , e l'altro AC in H: e poi- 
ché GE = 90° == DII i sarà GE 4 DII = 180 0 
= DII 4 HE + GII = DE + GII . Ma GII è 
misura dell’ angolo sferico A (71) . Dunque DE è 
supplemento di A. Ed in simil guisa si dimostre- 
rà essere DF supplemento di C , ed FE supple- 
mento di B . 

P. a, Si prolunghi GA io L , sarà GL misura 
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dell’ angolo E (71) . Ma GÀ = 90° = RL , e 
perciò GA-j-BL , cioè GL-j-AB=i8o° . Dunque 
1 ’ angolo E è supplemento dell' arco AB . Ed in 
simil maniera si dimostrerà esser 1’ angolo F sup- 
plemento di BC, e l’angolo D supplemento di AC, 

79. I triangoli ABC , FDE si chiamano supple- 
mcntali , o polari 1’ uno dell’ altro . 

PROPOSIZIONE IX. 

teorema. 

80. I tre angoli di un triangolo sferico sono 
sempre maggiori di 180° , e minori di o^o° . 

P. 1. Imperocché se gli angoli di uu triangolo 
sferico non sono maggiori di 180° ; i lati del tri- 
angolo supplementale saranno 36 o° , o anche di 
più . Lo che ripugna (76) . 

P. 2. Che se la somma degli angoli di un tri- 
angolo sferico potesse pareggiar 54 o° , cioè 6 ret- 
ti , o almeno un di essi dovrehhe esser maggiore 
di due retti, o ciascuno de’ tre pareggiar due ret- 
ti . El’ una cosa , e 1’ altra è impossibile ; poiché in 
tal caso di questa stessa grandezza dovrebbero an- 
eli’ essere gli angoli rettilinei , che rispettivamen- 
te gli pareggiano (72). 

8i. Cor. 1. Da ciò ne segue, che prolungandosi 
un de' lati di un triangolo sferico , V angolo este- 
riore V sempre minore de' due interiori , ed op- 
posti 5 poiché questi insieme col terzo angolo del 
triangolo fanno più di 180° j mentre quello insieme 
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collo stesso terzo angolo sono uguali a i8o° (?3). 

. 82. Cor.i. E se un triangolo sferico ha un an- 

golo retto , gli altri due possono essere o anche 
retti , o ottusi , o pure acuti ; ma in quest’ ulti- 
mo caso ciascun di essi deve esser sempre mag- 
giore di 45 ° • 

8 3 . Scol. La somma degli angoli di un triangolo 
■ sferico potendo variare da 180° fino a 54 o° , no 
segue , che a differenza de’ triangoli rettilinei , 
negli sferici non si può da due angoli determina- 
re il terzo ; che perciò i tre angoli di un trian- 
golo sferico non formano due dati , come ne’ ret-*. 
tijiuei ; ma tre distinti . 

PROPOSIZIONE X, 

* 

TEOREMA. 

8 {. Thie triangoli sferici che hanno i lati u— 
gitali , ciascuno a ciascuno , e che sono nella stes- 
sa superficie sferica , hanno anche uguali gli an- 
goli compresi da' luti uguali . 

Cas.i. Sieno BAC, haa i triangoli sferici proposti j 
e primieramente i Iati uguali corrispondansi alla 
stessa parte, cioè BA sia uguale a ha {/ìg. 18. n. i), 
LA a ca, e BC a he. Sia inoltre O il centro della 
sfera alla (piale essi si appartengono ; e da questo 
punto s’ intendano condotti i raggi a’ vertici de- 
gli angoli de’ proposti triangoli : è chiaro che sì 
verranno in tal modo a costituire nel punto O 
due angoli solidi (77) compresi ognuno da tre an- 
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g ili ugnali, ciascuno a ciascuno; che perciò essi si 
pot ranno far combaciare; ed allora cadrà il punto 
a in A, c in C , b in B : quindi il triangolo bac 
combacerà coll’altro BAC; e perciò gli sarà uguale. 

Cas. a. Che se i lati uguali non si corrisponda- 
no , come si vede nella fig. ìS.re.a , ove il lato BC 
dcd triangolo BAC è da una parte , e 1’ uguale bc 
nell’ altro triangolo bac è dall’ altra : in tal caso 
è. chiai’o , come la figura stessa rappresenta , che 
i due triangoli sferici BAC, bac sien propriamen- 
te quelli, che sottendono due angoli solidi verticali 
posti al centro O di una sfera . Or si vede , che 
il piano I>A ba s’ inclina all’ altro BC bc sotto un 
angolo, eh’ è uguale si a quello compreso dagli ar- 
chi BA , BC , che dagli altri ba , bc (ya) . Laonde 
i due angoli sferici ABC, abe sono tra loro uguali. , 
E similmente si dimostrerà, che sia 1’ angolo ACB 
uguale all’altro acb, e l’angolo BAC uguale a bac. 
Dunque cc. C. B D. 

85. Cor. Da questa proposizione se ne deriva 
l'altra, che: Se due triangoli sferici, che sano nel- 
la stessa superficie sferica , hanno gli angoli ugua- 
li , ciascuno a ciascuno , avranno anche uguali , 
i uno , ali altro , i lati che sottendono questi angoli. 
Poiché avendo i triangoli proposti uguali rispet- 
tivamente gli angoli; i loro suppieinentali avran- 
no uguali rispettivamente i lati : quindi do- 
vranno essere equiangoli (84) ; e perciò i loro 
supplementali , cioè i proposti , saranno equilate- 
ri tra loro . E ciò costituisce una differenza es- 
senziale de’ triangoli sferici da’ rettilinei . 
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PROPOSIZIONE XI. 


5i 


T E O REMA, 

86. Due triangoli sferici , che sono sulla medesi- 
ma sfera , se hanno due lati uguali a due lati , 
ciascuno a ciascuno , e l'angolo compreso uguale all ' 
angolo compreso ; avranno la base uguale alla base. 

« 

Cas. 1. Sieno BAC , bue {fg. i8.«. 1) i triangoli 
sforici proposti , e sieno essi primieramente tali , 
clic i lati uguali si corrispondano, in modo die sia 
BA — ba , BC — bc , e 1 ’ angolo B=ò ; è manifesto 
che il triangolo bue si può far combaciare coll’al- 
tro BAC , e quindi che siano uguali le rimanenti 
cose dell’ uno , e dell’ altro . 

Cas. 2. Che se quei triangoli non sieno simil- 
mente disposti , come gli dinota la fg. i8.n 2 ; al- 
lora congiunto similmente il centro O della sfe- 
ra , cui essi si appartengono, co’ punti A , B , C, 
a , /; , c , è chiaro che essendo, gli archi AB , BC 
uguali agli altri ab, bc, sien pure gli angoli AOB, 
BOG uguali agli altri aOb , bOc\ ma di più 
i piani AOB , aOb sono similmente inclinati agli 
altri COB , cOZ> ; poiché gli angoli ABC , abe si 
sono supposti uguali (77)* Adunque é facile il ve- 
dere, che se pongasi il raggio BO in diretto coll* 
altro Oh , debba il raggio AO essere in diretto 
con O a , e CO con Oc : che perciò gli angoli 
AOC , cO<# saranno uguali; e quindi anche gli ar- 
chi AC , ac. C. B. D. 

* 
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PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

Sj. Se due triangoli sferici di una stessa sfera, 
hanno un lato uguale ad un lato , e gli angoli 
adjacenti a questi lati sono anche uguali ; saranno 
pure uguali i rimanenti lati , ciascuno a ciascuno , 
rju Ili , cioè , che sono opposti agli angoli uguali , 

Cas. ì. Sieno primieramente i triangoli sferici 
BAC , hac (Jig- 18.«. 1.) disposti in modo, che si 
corrispondano gli angoli uguali , cioè che essendo 
BA uguale a ha, sia l'angolo BAC=/mc, e l’angolo 
ABC=ahc : è manifesto , eli’ essi si potranno far 
.combaciare ; e perciò sarà vero ciò che si e pro- 
poslo . 

Cas. 3. Che se gli angoli uguali non sr corri- 
spondano (fg.iS.n.z) ; alioia è chiaro, che congiunti 
•i vertici degli angoli di ciascuno de’ triangoli col 
Centro O della sfera , se suppongasi che gli angoli 
uguali AOB , bOa sieno verticali ; debbano per 
l 1 uguaglianza degli angoli CBA, chi», i piani BUC r 
e Me esser similmente inclinati allo stesso piano 
Aliba (72) : che perciò questi ne costituiranno un 
solo 5 ed un solo ne costituiranno, per la stessa 
ragione , i due altri piani COÀ , aOc . Adun- 
que le CO , Or rappre-senteranno una sola linea 
retta ; e quindi saranno uguali sì gii archi lìG f 
he, che gli altri CA , cu, C. B, D. 
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PROPOSIZIONE XIII. 

teorema. 

$8. Gli angoli alla base Ji un triangolo sferico 
isoscele sono uguali tra loro . 

Ed un triangolo sferico , che ha due angoli 
uguali ; ha pure uguali i. lati che oppongonsi ad 
essi . 

P. 1. Si Inseghi la base BC in D (fig. 19)1 e per 
questo punto , e per 1 ’ altro A si jEaccia passare 
Parco DA di cerchio massimo; è chiaro che i due 
triangoli sferici ABD, ACD, avendo i lati uguali, 
ciascuno a ciascuno , debbano avere anche uguali 
gli angoli B , C , i quali sottendono gli uguali lati 

AC , AB ( 84 ) . 

P. 2. II triangolo sferico BAC (fg. 17), avendo 
uguali gli angoli in B , C ; il suo supplementale 
DFE dovrà avere uguali i lati EF,FD. Laonde 
anche gli angoli in I) , E saranno uguali (part. 1); 
e per conseguenza uguali saran pure i loro sup- 
plementi, cioè i lati AC , AB del triangolo sferico 
proposto . 

89 Cor. Quindi un triangolo sferico eh' è equila- 
tero , deve essere anche equiangolo ; ed al contra- 
rio, un triangolo sferico equiangolo sarà equilatero. 

90. Cor. 2. Ed in un triangolo sferico isoscele , 
V arco di cerchio massimo che passa per lo vertice 
del triangolo , e per lo punto medio delia sua ba- 
se , è perpendicolare a questa . 
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PROPOSIZIONE XIV. 

teorema. 

91. In ogni triangolo sferico , il maggior an- 
golo e sotteso dal maggior lato , ed il minore dal 
minore . Il maggior lato poi è sotteso dall' angolo 
maggiore , ed il minore (lai minore . 

P. i. Sia ADC (fig. 16) un triangolo sferico, in 
cui 1’ angolo C è maggiore dell’ altro A ; e per 
mezzo deH’arco Cd si supponga fatto l’angolo ÀCd 
uguale ad A , sarà 1' arco Ad— Cd (part.a.p.i3) ; 
e quindi 1’ arco AD , eh’ è quanto Ad-\-dD , sarà 
Uguale a Cd-{-dD. Ma Cd-f-dD è maggiore di CD 
(j5) : dunque anche AD sarà maggiore di CD . 

P. 2. Che se AD suppongasi maggiore di CD ; 
P angolo C dovrà esser maggiore dell’ altro A ; 
poiché nel caso che gli si supponesse Uguale , sa- 
rebbe P arco AD=DC (part.i) ; e supponendosi 
l’angolo C<A , ne risulterebbe 1’ arco CD>AD. 
E P una , e 1’ altra cosa ripugna alla supposizione 
fatta . 

Adunque in ogni triangolo sferico ec. C. B. D- 

• * 


fc 
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PRINCIPI PER LA RISOLUZIONE I)E’ 
TRIANGOLI SFERICI . 


AVVERTIMI NTO. 

gì. Per brevità dinoteremo con A , B , C gli 
angoli di un triarfgolo sierico , indicando queste 
lettere , quelle clic sono al vertice di essi ; e con 
u , b, c esprimeremo que* lati di uu tal triangolo) 
clic sono opposti a quelli angoli . 

g3 .Defili. La Trigonometria sferica dà le regole 
per risolvere su i triangoli sferici, quello stesso 
Problema, che la Trigonometria Piana risolve su 
i triangoli rettilinei , cioè : Date, tre di quelle che 
diconsi parti del triangolo sferico , non esclusi i 
tre angoli (83) ; determinare le tre parti , che ri- 
mangono . 

g4-AcoL Essendo sei le parti di un triangolo sferico 
trigonometricamente considerato, delle quali in ogni 
quistione ne debbono esser date 4re , non esclusi 
i tre angoli ; ne segue , cl e i casi di un tal Pro- 
blema generale dovrebbero esser 20 . Ma siccome 
alcuni di essi distinguonsi nella grandezza debbiti, 
e non già nella qualità loro, essendov.eue sei ne’ 
quali sono sempre dati due angoli, ed un lato op- 
posto ad uno di essi; sei altri in cui sono dati due 
lati, ed un angolo ad un di essi opposto: e cosi pure 
tre in cui sono dati due angoli , ed un Iato adia- 
cente ; e tre altri in cui sono dati due Iati , e 
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1’ angolo compreso , ciò fa sì , clic le regole per 
la risoluzione ile’ 20 casi debbono generalmento 
riguardare i sei seguenti 

I. Se sieri dati i tre lati . 

II. O i tre angoli . 

IIT.tfc sieri dati due lati, e l'angolo da essi compreso. 

IV. O pure due angoli , id il lato che gli è adiacente. 

V. Se sieri dati due lati , ed un angolo ad un di 

essi opposto . » 

.V I. O pure due angoli , ed un lato opposto ad 
un di essi . 

Or tutte le regole per la risoluzione di questi 
casi posson dedursi da’ tre seguenti Teoremi . 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

■95. In ogni triangolo sferico i seni de' lati so- 
no come i seni degli angoli ad essi opposti . 

Sia CBA (fg. 20) un triangolo sferico, ed i suoi 
Iati CB, CA , AB sieno archi di cerchi massimi di 
una sfera, il cui centro sia S, e si uniscano le CS, 
BS , AS . Ciò posto dal vertice di un qualsivoglia 
angolo C si abbassi sul piano ad esso opposto 
ASB la perpendicolare CD, e poi da D su i lati 
SA , SB si calino le perpendicolari DE, DF, c sì 
Uniscano le CE , CF . E poiché il piano DEC è 
perpendicolare all’ altro SAB (18. XI.) , ed SE , 
che esiste in questo piano è perpendicolare alla 
loro comune sezione DE 5 sarà perciò essa aneli? 
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Dormale al piano CED (d. {.XI.), e quindi alla retta 
<J E che giace in esso. Che perciò essendo le CE, 
ED perpendicolari nello stesso pun(p E alla co- 
mune sezione SA de 1 piani SAC , SAB in cui esse 
rispettivamente esistono ; 1' angolo CED dinoterà 
l’ inclinazione di tali piani ( d. 6 .XI. ) . E simil- 
mente si dimostra , che 1’ angolo CFD sia quello 
ù’ inclinazione del piano CSB all’ altro SBA . 
Laonde gli angoli CED , CFD che rappresentano 
le inclinazioni de’ piani CSA, CSB, in cui esisto- 
no gli archi CA, CB al piano ASB in cui c 1’ ai- 
co AB $ si potranno prendere per gli angoli in 
A’, c C del triangolo sferico CAB ( 72 ). 

Or poiché nel triangolo rettilineo CED rettan- 
golo in I) sta 

CE : CD R : sen. CED (45) 
e similmente nell’altro triangolo rettangolo DCF,sta 
DC : CF ;; sen. CFD : R 
sarà per equalità perturbata 

CE : CF ;; sen. CFD : sen. CED 
Ma CE , e CF sono rispettivamente i seni degli 
archi CÀ , CB ; e gli angoli CFD , CED sono 
gli stessi che gli angoli in C , cd in A del trian- 
golo sferico CAB . Adunque sarà 

sen. CA : sen. CB “ sen.B : sen. A 
E -similmente si potrà dimostrare , che sia 

sen. CB : sen. BA ;; sen. A : sen.C . 
Laonde i seni de' lati di tin triangolo sferico ee. 

9 6 . Scol. Questo Teorema comprende già in se la 
risoluzione de' casi enunciali ne’ precedenti numeri 
V , e VI , come potrà vedersi nelle Proposizioni 
ai , « n, . 
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PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 


Q7. Il coseno di un lato di un triangolo sferico 
è uguale al prodotto de' coseni degli altri due la- 
ti , aggiuntovi il prodotto de' seni di questi nel 
coseno dell' angolo da essi compreso . 


Si supponga fatto 1’ apparecchio stesso del pre- 
cedente teorema , e poi dal punto E si abbassi 
la EG perpendicolare alla SB , e per D si tiri 
alla stessa SB la parallela DH . Ed essendo gli 
angoli GES , GSE uguali ad un retto , essi pa- 
reggcranno P angolo SED , di’ è retto : laonde 

togliendone di comune l’angolo GES, resterà 
1’ angolo GSE , o BSA uguale ad HED. 

Or nel triangolo EHD rettangolo in H, deve essere 
HD=DE.sen.DÈH (45)=DE.sen.BSA=DE.sen.c; 
ed è poi DE=EC.sen.ECD=EC.cos.DEC=: 
sen .b.cos.A-. laonde sarà HD=:sen.fc.sen.c.cos. A. Ma 
SG=SE.cos.ESG=SE.cos.c5 ed SEmSC.cos.E SG 
= iXcos./>. Adunque sarà SG=rcos.£.cos.c : Per lo 
che essendo SF=SG-f-GF=:SG-f-DH , sarà 
cos,a=:cos.fc.cos.c-j-sen.é>.sen.c.cos.A 
Cioè in generale il coseno di un lato è uguale ec. 
<)8. Cor. Essendo « 

cos.a=cos.6.cos.e-f-sen.&.sen.c.cos. A 
cos.c.=cos.£.cos.<z-j-sen.£.sen.a. cot.G 
sen a. sen. C 
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sì avrà sostituendo questi valori di cos.c, e di seme 
nella prima equazione 

cos. a=:cos.ò(cos./.>.cos.a-f-scn.ò.seu.a.cos.C ) 

cos.A 

-f-scm&.scma.sen.C.X 7 - 

seu.A 

f quindi sarà col. A = 

cos.A cos.a — cos.Z> 2 cos.a — sen.ò.scn.a.cos.Acos.G 

sen.A * scn.ò.scn.a. sen.C 

e ponendo in tal espressione 1 — sen.b" 1 per cos ,b % 
cos .a cos.C 

(29), col a per e cot.L per — , si avra 

sema , sen. C 

sen b 

cot. A = cot.a. re — cos.ò.cot.C 

sen.C 

E se invece di eliminar dalla prima equazion® 
cos.c , e sen.c si fosse eliminato cos.ò, e sen.ò, si 
sarebbe trovato ugualmente 

, scn.c _ 

cot.A = cot.a.- r- — cos.c. cot. li 

‘ sen. li 

g 9. Scol. Siccome dati i seni degli archi b , c, sono 
anche dati i loro coseni; così l’equazione del presen- 
te Teor., la quale esprime il rapporto, che v’è tra 
un lato di un triangolo cogli altri due , e coll’an- 
golo da questi compreso , non contiene che sola- 
mente quattro grandezze diverse ; e perciò è chia- 
ro che da tre di esse si potrà determinar la quarta. 
Cosi se sien dati sen.ò , sen.c, e cos.^, vale a di- 
re due lati, e 1’ angolo compreso , si potrà deter- 
minare il terzo lato ; il che risolve i casi espressi 
nel n°. III. E se fossero dati i tre lati , e quindi 
cos. a., cos. b, cos e, sen.ò, sen.c; si potrebbero deter- 
minar gli angoli : cd in questo modo restano ri- 
soluti quelli altri casi , che coutengousi nel 11 0 . I. 
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PROPOSIZIONE XVII. 


TEOREMA. 

100. Il coseno di un angolo è uguale al prodotto 
de' seni degli altri due angoli nel coseno del lato 
opposto a quel primo angolo , toltone il prodotto 
de' coseni di questi secondi angoli . 


Dinotino A', B', C' gli angoli del triangolo sup- 
plementale del proposto, ed a, b\ c i lati di cssoj 
sarà 


cos.u = cos.Z>'.cos.c'-j-sen.// sen.c'.cos.^/ (97). 
Ma cosa = — cos.A (18) ; cos.£>' = — cos.B ; 

cos.e' = — cos.C; sen .b' = sen.B; sen.c' = sen.C j 
cos.A' s= — cos.n . 

Adunque fatte queste sostituzioni , e poi molti- 
plicando per — • 1 il risultato , si avrà 

cos. A=seu.B.sen.C.cos.a — cosB.cos.C . 
loi. Cor. Se si facciano sull’equazione 

cos. Azzsen.B.sen.C.cos.a — cos.B. cos.C 
le stesse operazioni che si sono fatte nel Corolla- 
fio del Teorema precedente si otterrà 


cot.a = cot. 


sen.C 
sen. b 


-}- cot. b. cos.C 


io 2. Scol. E quindi se sicno dati gli angoli A, e 
C, ed il lato b adiacente ad essi, si saprà l’angolo B 
opposto ad un tal lato (100): c dandosi i tre angoli, 
si potrà determinare ciascuno de 1 lati . Vale a di- 
re che per mezzo di questo terzo Teorema resta- 
ino risoluti gli altri casi compresi ne’ num.IV, e II, 
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Riduzioni delle analogie dimostrate ne’ prece- 
denti TEOREMI , NEL CASO , CHE IL TRIANGOLO 
SFERICO SIA RETTANGOLO . 

ioì. I. Essendosi dimostrato clic syi 

sen. a : sen. b j; soli. A : sen. B 
se l’angolo in A sia retto, e quindi sen. A ugnale al 
raggio; la presente analogia si trasmuterà nell' altra 
sen. a : sen. b i : sen. B 
e darà luogo alla seguente verità 

Ir i ogni triangolo sferico rettangolo , il seno dell ' 
ipotenusa sta al seno di un lato , come il raggio, 
al seno del l' angolo opposto ad un tal lato . 

104. II. Inoltre essendo 
1 X cos - a=i ' os -è.cos.c-{-seii.A.sen.c.cos.i\ (97) 
se il triangolo si supponga rettangolo in A , a 
quindi eos. \=o (18), sarà 1 X c os.a=cos.b.cos.c j 
e perciò 1 : cos.ò “ cos.c : cos.a, cioè • 

Il raggio al coseno di un lato del V angolo retto , 
me il coseno dell'altro lato al coseno dell' ipotenusa, 
io 5 .III. Or 1 Xcos.B=scn. Asen.Ccos.ò — cosAcosG 
(100) ; e sen. A = 1, cos.A = o (18): laonde sarà 
1 X cos.B =: scn.C. cos.ò ; 
e quindi 1 : cos .b :: sen.C : cos.B , cioè 
Il raggio al coseno di un lato , come il coseno 
dell' angolo adiacente al coseno dell'angolo opposto, 
106. Scol. Le tre precedenti riduzioni de' Teoremi 
generali (90, 97, 100), e le tre altre verità, che or 
ora dimostreremo , formano , come si vedrà al n. 
n5 , i principi di risoluzione per tutl'i casi de 1 
triangoli sièrici rettangoli . 
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PROPOSIZIONE XVIII, 


TEOREMA 


ìoj.In ogni piangolo sferico rettangolo , il raggia 
sta alla tangente di un angolo , come il seno del 
lato adjacente alla tangente del lato opposto , 


Sia CAB (fig .20) un triangolo sferico rettangolo in* 
A, esistente su di una superficie sferica, clic abbia 
per centro il punto S . Si congiungano le SA, SC, 
SO , ed abbassata dal vertice C di uno degli al- 
tri due angoli la perpendicolare CE sulla SA , 
si tiri da E la EF pcrpcndicolai'e alla SB , e si 
unisca la CF . È chiaro , che essendo retto l’an- 
golo sfevico in A, debba il piano CSA esser per- 
pendicolare all’altro ASB (72) 5 quindi che la CE 
sia a questo stesso piano perpendicolare (d./f.XI.), 
e per conseguenza che il piano CEF sia anche per- 
pendicolare all’ altro ASB . Ma è poi la SF per- 
pendicolare alla comune sezione EF de’ piani ASB, 
EFC; quindi sarà essa normale a questo piano EFC, 
c perciò l’angolo SFC è retto (d. 3 .XI.): laonde l’an- 
golo EFC compreso dalle E F, FC perpendicolari alla 
SB, saràquanto l’angolo sferico in B(d.6.XI, e 

Or dal triangolo SFE rettangolo in F si rileva 
FF FF 

SE= — * — ' ^ - ,v = ; e dall’altro SEC si ha poi 

sen.r3.fc, sen.c 

CE CE , . EF CE 

SE= Fcl?— * T : laonde =- e 

tang.t, 3 fc, tang.u sen.c lang.ò’ 

perciò EF:CE ;;scn.c:tang.ò. Ma per lo triangolo 


ti™* 

sen.c Ialiti. 
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CEF rettangolo in E, sta EF:CE j; i:tang.EFC , 
cioè” i:tang.B: dunque sarà i:tang.B”sen.c:tang.&. 

io 8 . 5 co/.i. Avendo luti’ i seni lo stesso segno +» 
è cliiaro che, nella precedente proporzione, deliba- 
no avere il segno stesso si tang.B, che tang.ò-, don- 
de se ne rileva , che : " 2 V ’ triangoli sferici rettan- 
goli , ciascun lato è* della stessa specie dell'angolo 
che gli è opposto , cioè, che il numero de’ gradi che 
gli dinota è per tutti due minore di 90“, o maggiore. 

109. iSco/.u.Di più essendo 1 >scn c; dovrà esser 
anche tang.B >tang,ù. Quindi semai i segni di queste 
sieno positivi, cioè che B, e b sieno ciascuno minore 
di 90° (18), sarà B se poi saranno negativi , e 
perciò B, e b ciascuno niaggiore di 90°, sarà B<ò 
(19). Laonde ne' triangoli sferici rettangoli , ogni 
angolo obbliquo non può mai esser minore se acu- 
to , maggiore se ottuso del lato che gli è opposto 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

110. Tri ogni triangolo sferico rettangolo , la tan- 
gente dell' ipotcnusa sta alla tangente di un lato , 
come il raggio al coseno dell' angolo adiacente . 

Sia il triangolo sferico ABC rettangolo in A(/?g-. 16), 
i cui lati, e 1’ ipotenusa si prolunghino sino a 90°, 
e siepo essi BG , AF* BE : è chiaro, che il pun- 
to F essendo il polo dell’ arco BAG , deliba es- 
sere a 90° di distanza dal punto B . Ma questo 
juuito B è anche distante per 90° dagli altri E } 
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G . Adunque per gli tre punti F , E , G vi pas- 
serà un arco di cerchio massimo il cui polo è B (G 3 )j 
che perciò gli angoli in E , cd in G sono retti . 
Quindi 1 ’ arco FE , eh’ è complemento dell’ altro 
EG, sarà complemento dell’angolo B, che da quest’ 
arco è misurato : al contrario sarà 1 ' angolo F , 
ch’è misurato dall' arco AG, t il complemento di 
AB : ed è poi 1 ’ arco FC complemento di CA , e 
CE di CB . Ciò posto , poiché nel triangolo sfe- 
rico FEC rettangolo in E sta 

ì : tang.F II sen.FE : tang.CE (107) 
sarà, per l’apparecchio poc'anzi fatto, e permutando 
1 : cos.B ” col.BA : cot.BC 
Ma sta col.BA : cot.BC ;; tang.BC : tang.BA (ty) 
Dunque sarà pure 1 : cos.B ” lang,BC •. taug.BA, 
ili. Scol. Il triangolo CEF suol dirsi compte- 
mentalc dell’ altro BCA . 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

113. In ogni triangolo sferico, rettangolo il rag- 
g 'io sta al coseno dell' ipotenusa , come la. tangen- 
te di un angolo alla cotangente dell' altro . 

» 

Fatto lo stesso apparecchio di poc’ anzi, si avrà 
liel triangolo sferico FCE complementale di BCA 
1 : lang.C “ sen.CE : tang. FE (107) 
c perciò sarà nel triangolo BAC , e permutando 
1 : cos.BC tang.C : cot.B 
cd anche 1 : cos.BC II tang.B : cot.C (17) C.B.D. 
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RISOLUZIONE DE’ TRIANGOLI SFERICI , 

ii3. Le parti di un triangolo sferico possono in 
modo combinarsi tic a tre , come si è veduto nel 
n °‘ Di’ c ^ le no risultino sei casi assolutamente diver- 
si , alla risoluzione de’ (piali sono sufficienti que’ 
principi clic dal n°. c>5 in poi abbiamo stabiliti % 
come passiamo a mostrare ne’ seguenti numeri 
Intanto per serbare , per quanto si può , P uni— 
formi tà di questo trattato con quello della Trigo- 
nometria Rettilinea , ed anche per proceder gra- 
datamente , in cornili ceremo dalla 

Risoluzione de’ triangoli sferici rettangoli i 

11 4* Un triangolo sferico può aver velli o tut- 
ti trc*i suoi angoli, o due, o uno ( 80 ) : nel pri- 
mo caso esso è intuitivamente risoluto ; poiché 
ciascuno de’ suoi lati deve necessariamente esser 

T)o° ( 77 )- Se poi ha due angoli retti, i lati che 
gli sottendono debbono essere anche di yo° : ma 
questi dati non ne formano elle due, e quindi 
non valgono a far risolvere il triangolo . Ed in 
fatti se per gli poli A , B del circolo massimo 
1IEK. si facciano passare gli altri cerchi AE13 , 
AFB , AGB ; 6 chiaro clic tutti i triangoli sferici 
EAF , FAG hanno due angoli retti , ed i lati 
a questi opposti di yo° : che perciò questi stessi 
dati polendo appartenere ad infiniti triangoli di- 
versi ; la specie delle rimanenti due parti di cia- 
scun di essi non può restarne determinala . Quel- 
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E si troverà poi 1 ’ angolo obbliquo C adjaccnie al 
Iato dato , con fare 

tang. BC:tang. AC : : Rrcos.C (no) ; e cos.C=-^Ì 

„ , tang.a 

** 1 altro angolo acuto B, die gli è opposto, si ot- 
terrà nel seguente modo 

sen.BC:sen.AC:;It:sen.B (io 3 ); e sen.B = J nì ^ 

sen.a 

La specie di un tal angolo non sarà dubbia , 
sebbene espressa dal seno ; poiché è la stessa di 
quella del lato AG , che gli è opposto (108) . 

Caso ih. 

E dandosi l' ipotenusa BC (a) , ed un degli an- 
goli obbliqui B ; per avere il lato AC (b) opposto 
a quest’ angolo , si dovrà fare 
R:sen.B;;sen.BC:sen.AC (io 3 ); e scn.frrrsen.a.sen.B 
Rè la specie di questo lato sarà dubbia (108). 

L’ altro lato AB (c) adjacente all’ angolo B si 
avrà poi facendo 

lì:cos.B;;tan.BC:lan.AB(i 10); e lang.crrcos.B.tan.a 
finalmente il rimanente angolo C si otterrà per 
mezzo della seguente analogia 
Ricos.BC : ; lan.B:cot.C (112); e cot.C=cos.a.tan.B 
Caso iv. 

Che se diasi un lato AC (à), e 1 ’ angolo C che 
gli è adiacente. Si avrà l’ ipotenusa BC (u), col fare 

cos.C:R::t an g.ACaaug.BC(iio); e tang.nrrlì^ 

, . . cos.C 

L altro cateto AB (c); si avrà nel seguente modo 

B:se n .AC::ian.C : ta,uAB(,o 7 );etan.c=tan.C.sen./i 

finalmente per aver il rimanente angolo B, si 
dovrà dire 
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R.cos.C;icos.AC:cos.iì (io5) ; e cos.B=cos.C.cos.è 
Caso v. 

Se, poi diansi il lato AC (é), e l’angolo B che gli 
sta opposto. L’ipotcnusa BC (a) si avià col fare 

sen.Bisen. AC ; ; Riseu.BC (io3);c sen.« — =- 

L’ altro cateto AB (c) si avrà dalla proporzione 

tanc.B-.R lang.AC.sen. AB ( 107 ) ; e sen.czzr 

b 0 \ u ■> taug.B 

Ed il rimanente angolo C si otterrà facendo 
cos. AC:R ”cos.B:cos.C (io5); c cos.C=cos.B.cos.& 
Questo caso è dubbio ; poiché è chiaro che se 
si- prolunghino i lati BC , BA del proposto trian- 
golo sferico , finché s’ incontrino in I) ; I’ angolo 
B sarà uguale all’altro D ( 71 ) ; e quindi gli stessi 
.dati si apparterranno sì al triangolo sferico BAC, 
che all'altro DAC . Laonde non- si potrà mai ve*-* 
nirc in cognizione se l’ ipotenusa del triangolo che 
si risolve sia 1’ arco BC minore di un quadrante, 
o pur 1’ altro DC, che n’ é il supplemento : e si- 
milmente non potrà determinarsi , se 1 ’ altro lato, 
e l’angolo ignoti sieno BA, e BCA, o pure i loro 
«supplementi rispettivi DA e DCA, a meno clic le 
circostanze della questione non levino l’ incertezza. 
Caso vi. 

Finalmente se sieri dati gli altri due angoli B , 
C. Si avrà 1’ ipotcnusa BC (a), nel seguente modo 

tang.B-.col.C H Rxos.BC ( ma) j e co s.az= 

tang.R 

Ed un de’ cateti AB (c) si 1 in verrà facendo 

p 

cos.Bicos.C;: Rtcos.AB (io5); e cos.AB = ---- - - 

COS.li 
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SCOLIO 

IH ALCUNI TRIANGOLI SFERICI , I.A CUI RISOLUZIONE 
DIFENDE DA QUELLA DE’ TRIANGOLI RETTANGOLI . 

PROPOSIZIONE XXII. 

^ > 

rnouEsu. 

t i6. Risolvere un triangolo sferico , in cui un 
de' iati sia di qo° . 

Sia ABC mi tal triangolo sferico (fig-'i) , e BC 
il suo lato di qo° .'È poiché descritto il triangolo 
supplcmcntale DEE , 1 ’ angolo F deve aneli' essere 
di 90° (77) ; perciò questo triangolo supplemcnta- 
le sarà rettangolo . Laonde se i dati nel triango- 
lo BAC si trasportino convenevolmente nel trian- 
golo DEE , e che poi questo si risolva , si sarà 
anche risoluto P altro BAC . 

PROPOSIZIONE XXIII. 

PROBLEMA . 

117. Risolvere un triangolo sferico isoscele. 

Aldilà il triangolo sferico BAC (Jig. 19) i Iati E A, 
AC uguali, c dal vertice A si conduca al punto 
medio D del lato opposto BC 1 ’ arco di cerchio 
massimo AD , il quale dividerà il triangolo BAC 
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in due triangoli rettangoli (90) ; ed è cliiaro , 
clic la risoluzione del triangolo BAC si ridurrà 
a ciucila di uno di questi triangoli rettangoli . 

PROPOSIZIONE XXIV. 

PROBLEMA, 

3 1%. Risolvere il triangolo sferico BAC, in cui due 
lati AB , AC sieno supplementi V uno dell' altro , 

Si prolunghino i lati AB , e BC , finche s’ in, 
tonti-ino in D ; sarà AD uguale ad AC . E quindi 
il triangolo CAD, essendo' isoscele, si potrà risol- 
vere come nel ProLI. prec. Ma i triangoli BAC , 
ADC sono in modo connessi, che dalle parti dell’ 
Un triangolo sono sempre determinabili quelle dell* 
altro; giacché ì lati AB, c BC dell'uno sono supple- 
menti de’ lati AD, DC dell' altro , il lato ÀC è co- 
mune, gli angoli in B, e D sono uguali, e gli an_ 
goli BAC , BCA sono supplementi degli angoli 
DAC , DCA . Adunque la risoluzione del trian- 
golo BAC dipende da quella del triangolo isoscele 
ADC . 

119, Scol. È facile il vedere, che nel triangolo 
proposto ABC debba esser anche 1’ angolo ABC 
supplemento dell’angolo BCA. Poiché essendo ACB 
supplemento di ACD , Io sarà anche dell’ angolo 
in D (83) ; e quindi dell’ altro in B eh’ è uguale 
quello in D (72) . 


\ 


* 
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Risoluzione de’ triangoli sferici odbliquangoli. 


PROPOSIZIONE XXV. 


problema: 


i io. In un triangolo sferico ol/blicjuangolo, date 
tre delle sue parli ; determinare le rimanenti . 


Caso i. 


Sien dati in primo luogo {fig .1 o) i tre lati BC, 
CA , AB , ( <z , Z> , c ) , c si. cercliino gli angoli 
A , B , C 

E'equaz. cos.a=:c os.&. cos.c-{-seii.Esen.c.cos. A. (97) 

. , . cos.o — cos.i.cos.c 

dara cos.A = 

sen./>.sen.c 

Onde si avrà il coseno dell' angolo A ; c quindi 
quest’ angolo . E similmente si determineranno gli 
altri . Ed è chiaro che in questo caso non vi re- 
sti dubbio sulla specie di ciascuno degli angoli : 
poiché essendo essi esibiti da’, coseni ; la specie 
loro resterà (issala dal segno di questi (18) . E 
lo stesso può dirsi de’ tre seguenti casi 
Caso 11. 

In secondo luogo si sappiano i tre angoli A, B, 
C, e si cerchino i lati BC , CA , AB , (a , i , c) 
Si avrà il lato BC (a) , per mezzo dell’ equazione 
cos.A=sen.B.sen.C. cos.a — cos.B.cos.C (100), 
dalla quale se nc ricava 


cos.a == 


cos. A-f-cos.B.cos.C 
sen.B.stn.C 
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E per mezzo delle corrispondenti equazioni si de- 
termineranno gli altri due lati AB , AC (/> , c) . 
Caso hi. 

Clie se diensi due lati AC , AB ( b , c ) , e 
l 1 angolo A da essi compreso ; si determinerà il 
terzo lato BC («) , per mezzo dell’ equazione 

cos. «=cos.Acos.c-j-sen,Z>.sen.c.cos. A 

Ed il triangolo si terminerà di risolvere come nel 

Caso 1. E se Yogliansi ottenere i rimanenti angoli 

B , C senza prima determinare il lato BC (a) , si 

adopreranno le due seguenti equazioni 

_ seme . , 

col.B = cot.i. ; cos.c.cot. A (q 8 ) 

• sen.A 

• _ sen.i. , , , 

cot. C = cot.c. — — cos.^.cot.A (g8) 

sen . A 

Caso iv. 


E dandosi due angoli B, C , ed il lato BC (9), 
elle gli c adjacente . Si avrà il terzo angolo A , 
per mezzo dell’ equazione 

cos.A=sen.B.sen.C.cos.<z — cos.B.cos.C (100) 

E le rimanenti parti del triangolo si otterranno 
cerne nel Caso 11. Che se queste vogliansi indi- 


pendentemente dall’ 

angolo 

A 

, Bisognerà 

cercar! 

nel seguente 

modo 





cot.b = 

cot.B. • 

sen.C 

+ 

cos.C.cot. a 

(101) 



sen. a 

•* 


cot.c = 

cot.Cs 

sen. B 

+ 

cos.B.cot.a 

(101) 



sen. a 




Caso 

V. 




lli quinto luogo le parli date del triangolo sie- 
no i due lati AC AB ( b , c ) , e 1 ’ angolo B 
opposto ad un di essi . Per aver 1 ’ angolo C, clic 
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sta opposto all" altro lato , bisognerà fare 

.ti r» .. „ sen.B.scn.c 

sen. AC:sen. AB;; sen.B:scn.CfQ51;senC:= 

w ' sen .l> 

li chiaro , che in questo caso la specie dell’ 
gaio C sarà dubbia : un lai angolo C sarà però 
sempre maggiore dell’altro B, nel caso ebe si sappia 
che il lato c sia maggiore di b ; ed al contrario . 

11 lato CB si avrà pareggiando tra loro i due 
valori di col. A, clie si sono ottenuti nel n°. y8 , 
e determinando per mezzo di quest’ equazione il 
valore di cot.« . 

Finalmente il rimanente angolo A o si deter- 
minerà per mezzo del n°. 95 , o pure se si voglia 
indipendentemente dal lato BC (a), bisognerà cer- 
carlo maneggiando "Liquazione che risulta dal pa- 
reggiamento de’ valori di col. a , de’ quali uno se 
ne trova espresso al n°. 10 1 , e 1’ altro è facile a 
rilevarsi in vista di quello . 

Caso vi. 

Sion dati finalmente due angoli B , C, e ’l lato 
AC ( ’h ) opposto ad un di essi . Per avere il lato 
AB (c) opposto all’ altro , si faccia 

_ . v sen.i.sen.C 

sen.Btsen.C ;; sen.AC:sen.AB(<)i);sen.c=i r; 

sen 


Ed il terzo angolo A , ed il lato BC (c) , che 
gli è opposto , si potranno determinare come nel 
Caso precedente . Le parti del triangolo diman- 
dale in questo caso , sono dubbie , come nel pre- 
cedente . 

Adunque si è soddisfatto a quello clic diman- 
davasi in questo Problema. C. B. 1 . 
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REGOLE NEPERIANE , E LORO USI . 

121 . Siccome il calcolo per la risoluzione de’ tri- 
angoli, come già altra volta fu indicato, vien gran- 
demente a semplificarsi per mezzo del canone lo- 
garitmico , sicché questo , e non già il canone na- 
turale si adopra negli usi pratici ; perciò 1’ insigne 
inventore de’ logaritmi Nepero adattò le regole 
della risoluzione de’ triangoli sì rettilinei , che 
sferici al canone logaritmico , ■ e non già al linea- 
re . Intanto siccome si per la risoluzione de’ tri- 
angoli rettilinei , che per quella degli sferici ret- 
tangoli, la parte cercata si ottiene con un sempli- 
ce quarto proporzionale dopo tre parti date , o 
le quantità trigonometriche, che le esprimono, co- 
me si è già veduto ne’ num. 5a , e n5 , cosi è 
molto facile di passar da esse al calcolo logarit- 
mico ; poiché non deve farsi altro , che prende- 
re la somma de’ logaritmi de’ due termini medj 
della proporzione , e sottrarne quello del primo , 
per ottenersi il logaritmo del termine cercato j 
donde poi facilmente questo se ne deduce, per mez- 
zo delle ordinarie Tavole : ed è perciò che oltre 
le regole date ne’ citali numeri , non occorre che 
altro se ne dica per 1’ applicazione de’ logaritmi 
ad esse . Non è però cosi delle regole delle quali 
ci siamo serviti per la risoluzione de' triangoli sfe- 
rici obbliquangoli . Imperciocché venendo e^sse e- 
spresse da alcune formolo analitiche composte 1* 
maggior parte di più termini , con difficoltà vi si 
potrebbe applicare il calcolo logaritmico, senza pii-. 


i 
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ina ridurle ad una forma più convenevole . E sic- 
come una tal riduzione ci riconduce ad espressioni 
algebriche analoghe alle regole Neperiane per la 
risoluzione di questi triangoli , o facili a dedursi 
da esse 5 abbiarn creduto perciò conveniente di 
esibire anche noi le suddette fòrmule ridotte in 
forma logaritmica . In tal modo non solamente 
riuscirà più agevole, e meno lungo il servirsene in 
pratica ; ma anche in alcuni casi resteranno tolte 
quelle difficoltà , che , per la forma dell’ espres- 
sione algebrica , potrebbero nascere ne’ giovani 
non ancora versati nell’ applicazione dell’ Algebra 
alla Geometria, nel distinguere le diverse soluzio- 
ni di un Problema dal segno del valore dell’ in- 
cognita , e nel conoscere quali valori sono di nes- 
sun conto, o quali debbonsi rigettare perché im- 
possibili . A quest’ oggetto son destillate le se- 
guenti quattro regole . 

Lemma . 

122. È positivo il coseno della metà di due angoli 
di un triangolo sferico meno il terzo : ed è nega- 
tivo V altro della metà de' tre angoli presi insieme. 

P. 1. Sieno A , B , C gli angoli di un trian- 
golo sferico ; i lati del suo supplementale saranno 
180 0 — A, 180 0 — B, 180 — C (79), ed mi di essi 
180 0 — A sarà - minore di 36 o — B — C,cli’è la som- 
ma degli altri dite (76), cioè B-j-C — A < 180° , 
cd ■yfB-f-C — A) < 90°; che perciò il segno del co- 
seno di quest' arco sarà positivo (18) . 

P. 2. Poiché -i( A-f-B— J- C) è sempre tra i 180" , 
ed i 270° (80) ; è chiaro che il suo coseno debba 
esser negativo (18) . 
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IIecola I. 


123 . Dalla somma della base , e di un lato di un 
triangolo sferico se ne tolga V altro •, e poi da' lo- 
garitmi de' seni della mela di queste due differen- 
ze se ne tolgano i logaritmi de' seni di que lati } 
si avrà il logaritmo del seno della meta dell an- 
golo da essi compreso . 

Dinoti A un tal angolo , b , c sieno i iati elio 
lo comprendono , ed a la base del triangolo sfe- 


rico proposto . 

Nell’ equazione 

2sen.- — cos.A (N- 4 ) 


sì ponga per cos.A il suo valore 


cos.a — cos.fc.cos.C 
sen.è.seu.c 


(97) > e poi s * riduca ; ne risulterà , 

. , cos.à.eos.c-j-sen.Asen.e — cos.a 

I>sen.- -I A — , 


cos.(/> — c) — ■cos.a 
seu.b.sen.c 


( 36 ) 


ssen (a -j-/> — c) X sen ~ (a-f- c ^0 


sen.Asen.c 

(IV. 1 n°.lV): e dividendo per e, e poi passando da' 

, , A 

numeri a’ logaritmi saru 2i.sen— — 


a~\~b — 1' a— I— e— b ì . 

3 . sen. — j-l.scn. -l.scn.fc — l.srn.c 

3 . 1 2 

ìi\.Scol. Per mezzo di questa regola resta in pra- 
tica determinato agevolmente un qualunque ango- 
lo di un triangolo sferico da’ suoi lati . Ed è chia- 
ro , che nessun dubbio possa insorgere sulla spe- 
cie di tal angolo , quantunque la sua tacta sia osi- 
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bita dal seno ; poiché questa deve necessariamen- 
te esser minore di ()o° (32) . 

Regola II. 


ia 5 . Al logaritmo del coseno della metà della 
somma de' tre angoli di un triangolo sferico si ag- 
giunga quello del coseno della metà di due di essi 
meno V altro , e poi se ne tolgano i logaritmi de' 
seni di que' due stessi ; s'otterrà il logaritmo del seno 
della metà del lato clic sottende il terzo angolo , 
Nell’ equazione 

asen 1 '-a = 1 — cos. a (N. 4 ) > 


cos. A-J-cos.B.cos.C , 

si sostituisca — a cos.a (100;; san. 


2sen.-~« = — 


sen.B.scn.C 
cos. B. cos C — sen.B.sen.C+cos.A 
sen.B.scn.C 
cos.(B-j-C)-l-cos.À 


scu.B.seu.C 


2COS. v(A-fB-f-C)y cos.{(B-f C — A)* 
sen.B.scn.C 

N.i.n°.iu), e dividendo anche per 2, e poi passando 
da’ numeri a’ logaritmi , co* cambiar da — in -}- il 

segno di — cos.A-(A-J-B-fC) (122); sarà al.sen ~=z 


l.cos. 


A + B+C. 


B+C- 

-i.cos.— 


-A 


— I.sen.B--- 3 .sen.C 


ir 6. Scol. E per mezzo di questa 2. regola è 
chiaro, che si sapià i! amo della metà di un lato 
da’ tre angoli del triangolo; né potrà esservi dub- 
bio sulla specie di questa metà, dovendo essa es- 
ser sempre minoro di 90° (3 >) . 
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Regola hi. 


j8 


1 rt*]. Al logaritmo della cotangente della metà di 
un angolo vi si aggiunga il logaritmo del coseno 
della semi differenza de' lati, che gli sono adiacenti , 
c se ne to’ga quello del coseno della ' semisomma 
di questi , si avrà il logaritmo della tangente del- 
la semisomma de' rimanenti angoli . 

E si sarebbe avuto il logaritmo della semi- 
differenza di questi angoli stessi , se * a' logaritmi 
de' coseni di quelle quantità si fossero sostituiti 
i logaritmi de' seni di esse . 

AT . t, cos .b — cos.a.cos.c 

IN eli equazione cos.b.sen.a = — 

sen.c 

si sostituisca l 1 equivalente di cos.a (97) , e poi 
essa si riduca, col porvisi 1 — sen. 2 c per cose 2 , 
si avrà 


cos. B. sen. a ~ cos. 6 sen.c — « cos.A.sen.fr.cos.c 
E similmente si potrebbe ottener l’altra equazione 
cos. C. sen. « = cos.c.sen.fr — cos. A. sen.c. cos.fr 
se pur questa non si voglia ricavar dalla prece- 
dente con una semplice permutazione di lettere , 
come suol farsi . E sommando queste due equa- 
zioni , e poi riducendo , col sostituire sen.(fr-j-c) 
a sen.fr. cos. c-f-cos.fr.sen.c , si avrà 
sen.a.(cos.B-j-cos.C) = (1 — cos.A)sen.(fr-J-c) ....M 

sen. A. sen.fr sen.A.sen c. 

Ur sen. . e sen. C^- 


seu.a 


sen .a 


adunque sarà 

sen.a.(scn.B-f-scn.C) = sen. A.(scn.fr-(-sen.c) 
sen.a.(sen.B — sen.C) = sen. A. (sen.fr — sen.c) 
Quindi se ciascuna di queste due equazioni si di- 
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vida per 1’ altra M , ne risulteranno le altre due 

j sen.B-f-sen.C sei). A sen.ft<fsea c 

cos.B-|-cos.C 1 — cos.A sén.(£-j-c) 

sen.B — sen.C sen.A sen .b — scn.c 

X 


IT 


cos.B-J-cos.C 1 — cos.A sen.(/;-J-c) 

Ma il primo membro della prima equazione pa- 
reggia tang.-j(B-J-C) , ed il primo della seconda è 
uguale a taug. '(ti — C) (N.i. n°.V , e VI) ; e d i se- 
condi membri di esse sono uguali rispettivamente a 

cot. ‘-A X — iTTXT’ cJ a cot. J Ax— 1 w^Tf ? 

cos.i-(0-|-c) • sen.i(a-f-é) 

(N.2, e 3 ) . Dunque sarà 

lang.A(B-j-C) = cot.fA X 

* cos.y(0-j-c) 

t»ng.j(B — C) = cot AA X Se ° 

sen.i(b+c) 

E passando da numeri a’ logaritmi, sarà 

b-f-c 

i.cos. — ! — 

a 2 

b — c b-J-c 

l.sen. — ■ — 

2 ' 2 2 

Le quali equazioni sono quelle della presente regola. 

128. Scol. Con queste due equazioni , ritrovando 
semplicemente cinque logaritmi , è chiaro , che si 
abbia la tangente della semisomma , e della semi- 
di ffer enza di due angoli di un triangolo sferico , e 
quindi l;jli angoli, quando sia dato il terzo angolo, 
ed i lati che lo comprendono . E per mezzo di 
ciascuna di esse si potrebbe anche avere un an- 
golo, dati i Iati che lo comprendono, e la somma, 
o la differenza degli altri diic angoli ; poiché è 
manifesto, che in tal caso resta determinalo l.cot.iA, 


l.tanc 


l.tanc 


B+C 

2 

B— C 


1 A . b — c 

=l.cot. 1-1. cos 

2 


— l.cot. }-l.sen. 
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Regola IV. 


129. Al logaritmo della tangente della metà di 
un luto di un triangolo sferico , vi si aggiunga il 
logaritmo del coseno della semidifferenza degli an- 
goli ad esso adjacenti , e poi se ne tolga quello 
del coseno della seinisotnnia di questi-, si otterrà il 
logaritmo della tangente della semisomma degli 
altri due lati . 

E si avrà il logaritmo della tangente della 
semidifferenza di tali due lati , se a' logaritmi 
de' coseni di quelle quantità , vi si sostituiscano i 
logaritmi de' seni di esse . 

Dinotimi con A', B' , C' gli angoli del trian-, 
golo supplemcnlale del proposto , e per a' , l> , c 
i lati opposti ad essi ; avran luogo tra le parti di 
questo triangolo le seguenti due equazioni (127) 

Cos.~(c' — b ’) 


tang = cot.-j-A.' X 

tang|(C'— B')=-cot. 2 A'x 


scn.—^c' — //) 


sen. \ (c'-f -!>) 

le quali colla sostituzione di i8o ° — b , 180 ° — c ± 
180 0 — a , 180 0 — B , r8o° — C in luogo di B , C , 
A , b , c , si riducono alle altre due 

cos.i( 13 — C) 

tang.AA+c) = tang .|a X c0S ^ (JJ+ c ) 


ta 11 g. 


c) = tang -*-« X 


sen.ì(B— C) 


sen.£(B-f-Cj 

E passando in ciascuna di queste due ultime equa- 
zioni da’ numeri a’ logaritmi, si avrà 


l.lan: 


bf-c 


a , , B- 
I tang. l-l.cos . — 


-C 


!. 


co*.- 


B+C 
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b — c a E — C Bj_C 

~~ htaug f-Lsen. J.sen. — • » 

3 2 3 2 

eli’ è quanto nella presente regola si è enunciato j, 

130. Scol. Laonde , per mezzo di questa regola, si 
potranno rinvenire i logaritmi della metà della, 
somma , e della metà della differenza de’ due lati 
di un triangolo sferico , se pur sicn dati il terza 
lato , e gli angoli adjacenli ad esso : donde è chia- 
ro , che tali lati appariranno ad un tratto . Ed è 
anche manifesto , che ciascuna di queste due ulti-» 
me equazioni , ne offra un Iato qualunque di un 
triangolo sferico, dall’ esser dati gli angoli ad esso 
adjacenti , e la semisomma o pur la semidifferenz* 
degli altri due lati ; poiché con questi dati si farq 
noto htang.^rt , e quindi a 

CONCHIUS IONE 

131. Dagli Scolj delle quattro precedenti regole sì 
rileva , che per mezzo di esse restano facilmente 
c completamente risoluti i Casi I, II, III, IV. delld 
Prop.25 : gli alili due V, VI, che comprendono 
i casi dubbj , per la prima loro parte non hanno 
Insogno di altra forinola di risoluzione, oltre quell» 
che ne fu data al n°.i 2 i; per quella stessa ragione 
clic fu indicata per gli triangoli rettilinei , e per gli 
triangoli sferici rettangoli al n°.i 20 . Una volta pe-i 
rù , che siasi nel n°. V determinato 1’ angolo igno- 
to , eh’ è opposto all' altro lato, e nel n°. VI il 
lato ignoto opposto all’ altro angolo dato , si po- 
trà ottenere il terzo angolo , ed il terzo lato, pei; 
•mezzo delle formule delle Regole III , c IV, ncl-^ 
le quali le iguole sono tang. ‘-A, e tang. ‘a . 
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PROPOSIZIONE XXVII. 

Problema. 

i3i. Dati i tre angoli piani che comprendono un 
angolo solido ; determinare V inclinazione di que' 
piani rie' quali esistono due di essi angoli . 

L’angolo solido proposto sia quello in O (fg.o. i), 
contenuto da’ tre angoli piani FOD, DOE, ECFj 
c si supponga descritta col centro O , e con qua- 
lunque raggio una sfera . É chiaro che 1’ angolo 
solido proposto resterà sotteso da un triangolo 
sferico BAC nel quale sono dati i tre lati BA , 
BC , CA , perchè sono quegli archi che misurano 
ì corrispondenti angoli piani BOA , BOC , COA: 
che perciò si potranno determinare gli angoli sfe- 
rici in A, B , C (ìaoc.i); e quindi si faranno au- 
che noti gli angoli d’ inclinazione scambievole de’ 
tre piani EOE , FOD , DOE . C.B.F. 

1 33. Scol. Le due soluzioni che abbiamo date di 
questo stesso Problema importante in pratica, come 
altrove faremo vedere, (55, ex3a) serviranno per oVa 
a far rilevare, come si possa spesse volte vantag- 
giosamente adoperare la Trigonometria sferica in 
quistioni, che possonsi anche risolvere coll’ altra 
Trigonometria . In fatti nel caso presente tutti i 
tre angoli d’ inclinazione restano ad un tratto , e 
per mezzo di una sola operazione esibiti ; mentre 
la Trigonometria Rettilinea non poteva esibirli 
che separatamente , e con più operazioni . 


xSOTE 


Oinsle note contengono alcune verità facili a 
dedursi da’ num. 3 i , e 36 , e delle quali si ha 
Insogno nella dimostrazione delle Regole Neperiane 


Nota I. 


Se la somma degli archi <p , e 9 s’ indichi per 
m > 0 P el ' » la differenza loro , sarà 
m-f~n ni — n 

* = I e 9 = — “ — ( N. pag.36. )pi quali 

valori di tp , e 9 , se sosliluiscansi nelle espressio- 
ni in cui si sviluppano sen.(<f>-)-9) , sen.(ip — 9), 
cos.(0-f-9) > cos.(^> — 9 ) (33., e 36 ) daranno i valori 
corrispondenti a sen./re , sen.» , cos.w , cos. re , 
dalla somma de’ quali due a due se ne dedurrau 
no le seguenti quattro equazioni , cioè , 

I. sen.m-f-sen.re == ascn.i(/re-f-re)cos.-i(/n «) 

• li. sen. rei — -scn .re = 2cos.-y(m-fre)sen.i(/re — ,«) 

III. cos.m-j-co'-.’i = aces ì(7i-f-n)(OS.Ì(m — re ) 

IV. cos .rei — cos. re = acos. ‘(m-j-re)sen.i(m — n ) 
dalle quali , per mezzo della divisione, se ne rica- 
veranno le altre 


V. 

VI. 
E se 
VII. 


sen.m-f-sen.re — (w-f-n) T 

cos./re-f-cos.w cos *(m-f-n) ° ~ > 

= <angi(rei— re) 


-re) 


scn.m — sen.rc sen * 

cos.zre-fcos.re ~~ )' 

la V equazione si divida per la VI , si avrà 
sen.w-f-sen.7t tan 

scn.m — Scn. re tang y(ret — tt) 
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Nota II. 


Ed essendo sen.2$>=2sen.f.cos ,<p ( 34 ); sarà, po- 

i nl ~^ n • j- ^ (m-fn) 

ncndo invece di <p , sen a — =3 

a a 

sen.(m-j-;«) = 2.sen.-j(m-f-ra).cos.j(/n-j-ra). 
Laonde dividendo la prima, e la seconda equazio- 
ne della noia precedente per questa , e poi ridu- 
ccndo , si avrà 

sen.m-f-sen.B cos.-ì(«i — n) 

seu(m-j-n) cos.-j^/n-J-n) 

scn .m — senjt cos.-|(/n — b) 

sen.(«4‘ n ) 

Nota III. 


Or dinotando per i<f> un qualunque arco , è 
sen.ip = a.sen.-i<t>.cos.-|-^> ( 34 ) 

cos.$> = cos.-i<f> — sen. 3 |$> ( 36 ) 

Ed è poi il raggio i=sen. 2 i<p-j-cos. 2 |-^ ; e percidf 
1 — cos.$> = a.sen. 3 j<p , 
i-f-cos.^i =: 2.cos. s ^if) 


Adunque sarà 

sen.p a.sen.-j-p.cos-i^ sen.-|<p 

1 — cos.ip a.cos. 2 -y(p cos.i^ 

sen.ft a.scn.-*<p.cos.-Jip sen.-p 

i-fcos.$> 2.cos. 3 ~£ COS.-Lip 


cot.fp 


tang.~*<? 


FINE. 


4 fu (5 


ed by Google 





! 

Digitized by Goògle 



Digilized by Google 


Digitized by Google 


Digitized by Google 






3 . 


f * n 


• a 












7 : r «tfc £H 









